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Введение 

 
При изучении курсов сопротивления материалов и технической ме-

ханики наибольшие затруднения для студентов связаны обычно с ре-

шением задач. Вместе с тем очевидно, что именно эта практическая 

часть курса в наибольшей степени способствует развитию инженерно-

го мышления, приобретению необходимых навыков расчета элементов 

конструкций на прочность, жесткость и устойчивость. 

Настоящее учебно-методическое пособие, составленное в соответ-

ствии с государственными стандартами дисциплин сопротивления ма-

териалов и технической механики для студентов инженерных направ-

лений, имеет своей целью помочь студентам овладеть методами реше-

ния задач сопротивления материалов и технической механики. 

Опыт показывает, что разбор решенных задач повышает эффектив-

ность самостоятельных занятий, экономит время, затрачиваемое на 

выполнение расчетно-проектировочных заданий, приучает студентов к 

анализу методов расчета на прочность и жесткость и способствует 

приобретению навыков грамотного оформления технических расчетов 

в инженерном деле.  
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Глава 1. Определение внутренних усилий методом  

сечений 
 

В основу расчетов на прочность при основных видах деформаций 

положен способ определения внутренних усилий, который получил 

название «метод сечений».  

Между частицами твердого тела существуют определенные силы 

межатомного взаимодействия, называемые внутренними силами. Они 

стремятся сохранить тело как единое целое и противодействуют вся-

кому внешнему воздействию, изменяющему взаимное расположение 

частиц. Внутренние силы действуют и при отсутствии внешней 

нагрузки, но в этом случае они взаимно уравновешены и никаким об-

разом себя не проявляют. Деформация тела, являющаяся результатом 

внешнего воздействия, приводит к изменению внутренних сил. Таким 

образом, возникает необходимость связать и выразить внутренние 

усилия через внешние нагрузки. Для этого широко используется ме-

тод сечений.  

Рассмотрим брус, находящийся в равновесии под действием 

внешних сил F1, F2, F3 … Fn  и опорных реакций (рисунок 1).  

 

 
Рисунок 1.1 

 

Мысленно рассечем стержень на две части некоторой плоско-

стью, перпендикулярной продольной оси Z (рисунок 2). 
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Рисунок 1.2 

 

Внутренние силы действуют во всех точках поперечного сечения, 

т. е. представляют собой распределенную нагрузку. С помощью урав-

нений статики установить закон распределения этой нагрузки не пред-

ставляется возможным. Методами статики можно лишь установить 

статический эквивалент внутренних сил, т. е. главный вектор R


 и 

главный момент M


. Проекциями главного вектора и главного момен-

та на координатную систему ZXY являются три силы и три момента, 

которые называются внутренними силовыми факторами или внут-

ренними усилиями. Начало системы координат ZXY размещается в 

центре тяжести поперечного сечения. Ось Z  направляется по внешней 

нормали к сечению, т. е. по продольной оси стержня, а оси X и Y 

направляются перпендикулярно продольной оси и лежат в плоскости 

сечения. Предлагается для левой и правой части выбрать направление 

осей и внутренних усилий так, как показано на рисунке 3. 
 

 
Рисунок 1.3 
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Положительные направления внутренних усилий 

yxz QQN ,,  совпадают с направлением соответствующей оси, а 

положительные  моменты yxz MMM ,,  направлены против хо-

да часовой стрелки, если смотреть со стороны положительного 

направления соответствующей оси. 

 

Каждое внутреннее усилие имеет свое название и соответствует 

определенному виду деформации: 

zN  – продольная (осевая) сила, которая определяется как сумма 

проекций на продольную ось Z всех внешних сил, действующих на 

одну из частей рассеченного стержня, и вызывает продольную дефор-

мацию стержня (растяжение или сжатие). 

xQ  – поперечная (перерезывающая) сила, которая определяется 

как сумма проекций на ось X всех внешних сил, действующих на одну 

из частей рассеченного стержня, и вызывает  деформацию сдвиг или 

срез в направлении оси X. 

yQ  – поперечная (перерезывающая) сила, которая определяется 

как сумма проекций на ось Y всех внешних сил, действующих на одну 

из частей рассеченного стержня, и вызывает  деформацию сдвиг или 

срез в направлении оси Y. 

zM   – крутящий момент, определяется как сумма моментов всех 

внешних сил относительно оси Z, действующих на одну из частей рас-

сеченного стержня, и вызывает деформацию кручение. 

xM – изгибающий момент, определяется как сумма моментов 

всех внешних сил относительно оси X, действующих на одну из частей 

рассеченного стержня, и вызывает деформацию изгиб в плоскости  

ZOY. 

yM – изгибающий момент, определяется как сумма моментов 

всех внешних сил относительно оси Y, действующих на одну из частей 

рассеченного стержня, и вызывает деформацию изгиб в плоскости  

ZOX. 

Для практического вычисления шести внутренних силовых фак-

торов в самом общем случае нагружения надо составить шесть урав-

нений равновесия, а именно: 
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Порядок определения внутренних усилий следующий: 

1. Определить опорные реакции (если есть такая необходимость). 

2. Разбить конструкцию на силовые участки. Под силовым участ-

ком понимается часть стержня, в пределах которого тот или иной си-

ловой фактор изменяется по одному закону. Границами силовых 

участков являются: 

- начало и конец стержня; 

- сечения, где продольная ось стержня меняет направление; 

- сечения стержня, где приложены сосредоточенные силы; 

- сечения стержня, где приложены сосредоточенные моменты; 

- сечения стержня, где начинает или заканчивает действовать 

распределенная нагрузка. 

3. На каждом силовом участке провести произвольное сечение и 

одну из частей мысленно отбросить (удобнее отбрасывать наиболее 

нагруженную часть конструкции, или ту, где есть неизвестные опор-

ные реакции). 

 4. Влияние отброшенной части на оставшуюся заменить совокуп-

ностью всех шести внутренних усилий. 

 5. Определить внутренние усилия, составив соответствующие 

уравнения статики. 

 6. Построить эпюры внутренних усилий.  

Эпюра – это график, показывающий изменение внутренне-

го усилия по длине стержня. 
В Приложении А представлены варианты заданий для самостоя-

тельного решения задач по рассматриваемой теме. 
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Задача 1 

 
Определить значения внутренних усилий и построить их эпюры 

для стержня (рисунок 1.4), если F=5 кH, q=40 кH/м. 
                 

Уч. I            Уч. II              Уч. III 

 
Рисунок 1.4 

 

Стержень имеет три силовых участка. На каждом участке прово-

дим произвольное сечение и отбрасываем правую часть, т. к. там нахо-

дятся неизвестные нам опорные реакции, определять которые по усло-

вию задачи не требуется (рисунки 1.5 – 1.7).  

К оставшейся левой части прикладываем совокупность шести 

внутренних усилий и составляем шесть уравнений статики.  
 

Правило знаков для продольной силы Nz: 
если внешняя нагрузка вызывает деформацию растяжения рассмат-

риваемого участка стержня, то в выражении для определения Nz она 

дает положительное слагаемое, и наоборот, если вызывает дефор-

мацию сжатия, то дает отрицательное слагаемое. 
 

 

Участок I 

 
2,10 1  z  
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Рисунок 1.5 

 1) ;0 zF             07  FN z .  ).(357 кНFN z   

 2) ;0 xF             0xQ . 

 3) ;0 yF             0yQ . 

 4) ;0 zM          0zM . 

 5) ;0 xM          0xM . 

 6) ;0 yM         0yM . 

 

Участок II 
 

8,00 2  z  

 

 
Рисунок 1.6 
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 1) ;0 zF             037 2  zqFFN z .  

237 zqFFN z  . 

При ).(200153502 кНNz z   

При ).(128,04015358,02 кНNмz z   

 2) ;0 xF             0xQ . 

 3) ;0 yF             0yQ . 

 4) ;0 zM          0zM . 

 5) ;0 xM          0xM . 

 6) ;0 yM          0yM . 

   

Участок III 
90,0 3  z  

 
Рисунок 1.7 

 

 1) ;0 zF             08,037  qFFN z .  

).(123215358,037 кНqFFN z   

 2) ;0 xF             0xQ . 

 3) ;0 yF             0yQ . 

 4) ;0 zM          0zM . 

 5) ;0 xM          0xM . 

 6) ;0 yM          0yM . 
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Знак «минус», полученный для продольной силы на участках II и 

III, говорит о том, что действительное направление продольной силы 

Nz не совпадает с принятым на рисунках 1.6 и 1.7. На самом деле про-

дольная сила Nz  направлена в противоположную сторону и вызывает 

сжатие данного участка. Знак «плюс», полученный для продольной 

силы на участках I и II, говорит о том, что действительное направление 

Nz совпадает с направлением, выбранным на рисунке 1.5 и 1.6  и вызы-

вает растяжение данных участков стержня. 

Наглядное представление о законе изменения продольных сил по 

длине стержня дает эпюра. Нулевая линия (база) проводится парал-

лельно оси стержня, а ось ординат – перпендикулярно базе. По оси ор-

динат в выбранном масштабе откладываются значения продольных 

сил с учетом знаков (рисунок 1.8).  

 
Рисунок 1.8 

 

Положительные значения продольных сил Nz откладывают вверх 

от нулевой линии, отрицательные – вниз. В тех сечениях стержня, где 

приложены внешние сосредоточенные силы, на эпюре продольных сил 

получаются «скачки», равные величине этих сил. На тех участках 

стержня, где действует распределенная нагрузка, эпюра продольных 

сил ограничивается наклонной прямой; там, где распределенная 

нагрузка отсутствует, эпюра ограничивается прямой, параллельной ба-

зе. 

 

 



14 

 

Задача 2 
 

К стержню приложены сосредоточенные скручивающие моменты 

(рисунок 1.9). Необходимо определить значения внутренних усилий и 

построить их эпюры, если M=4 кНм. 

 

                      Уч. I            Уч. II           Уч. III 

 
Рисунок 1.9 

 

Стержень имеет три силовых участка. 

На каждом участке проводим произвольное сечение и отбрасыва-

ем левую часть, т. к. там находятся неизвестные нам опорные реакции, 

определять которые по условию задачи не требуется. К оставшейся 

правой части прикладываем совокупность шести внутренних силовых 

факторов и составим уравнения статики. Так как стержень нагружен 

внешними моментами, плоскость действия которых перпендикулярна 

продольной оси стержня, то отличен от нуля будет только один внут-

ренний силовой фактор – крутящий момент Mz. 

 

Правило знаков для крутящего момента Mz : 
Если внешняя нагрузка создает крутящий момент относительно оси 

Z, действующий против часовой стрелки, то в выражении для Mz она 

дает отрицательное слагаемое; если по часовой стрелке, то дает по-

ложительное слагаемое. Смотреть необходимо со стороны отбро-

шенной части стержня (т. е. со стороны положительного направле-

ния оси Z). 
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Участок I 
1,10 1  z

 
Рисунок 1.10 

 

 1) ;0 zF             0zN .  

 2) ;0 xF             0xQ . 

 3) ;0 yF             0yQ . 

 4) ;0 zM           04514  MMMM z . 

).(204554514 мкНMMMMM z   

 5) ;0 xM           0xM . 

 6) ;0 yM           0yM . 

Участок II 
6,00 2  z  

 
 

Рисунок 1.11 
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 1) ;0 zF            0zN .  

 2) ;0 xF             0xQ . 

 3) ;0 yF             0yQ . 

 4) ;0 zM           045  MMM z . 

).(3649945 мкНMMMM z   

 5) ;0 xM           0xM . 

 6) ;0 yM           0yM . 

 

Участок III 
 

2,10 2  z  

 
Рисунок 1.12 

 

 1) ;0 zF            0zN .  

 2) ;0 xF             0xQ . 

 3) ;0 yF             0yQ . 

 4) ;0 zM           .04  MM z  

).(16444 мкНMM z   

 5) ;0 xM           0xM . 

 6) ;0 yM           0yM . 
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Рисунок. 1.13 

 

Знак «минус», полученный для крутящего момента Mz  на участ-

ке I,  говорит о том, что действительное направление крутящего мо-

мента не совпадает с принятым на рисунке 1.10. На самом деле крутя-

щий момент Mz  направлен  в противоположную сторону. Знак «плюс», 

полученный для крутящего момента Mz  на участках II и III, говорит о 

том, что действительное направление Mz совпадает с направлением, 

выбранным на рисунке 1.11 и 1.12. Эпюра  крутящих  моментов  (ри-

сунок 1.13) строится аналогично эпюрам продольных сил.  

В тех сечениях стержня, где приложены внешние сосредоточен-

ные моменты, на эпюре крутящих моментов получаются «скачки», 

равные величине этих моментов. 

 

 



18 

 

Задача 3 
 

Балка – это прямолинейный стержень, работающий на изгиб. 
Балка нагружена равномерно распределенной нагрузкой интенсивно-
стью q=10 (кН/м), сосредоточенной силой F=8 (кН) и сосредоточен-
ным моментом M=20 (кНм) (рисунок 1.14). Необходимо определить 
значения внутренних усилий и построить их эпюры. 

 
Рисунок 1.14 

 

Заданная балка имеет шарнирно-подвижную опору А и шарнир-
но-неподвижную опору В, в которых возникают реакции RA, RB и НВ.   

 

           Уч. I                           Уч. II                             Уч . III 

 
Рисунок 1.15 

 
Определим значения и направления этих реакций. Для этого за-

дадимся их произвольным направлением и составим уравнения мо-
ментов относительно опорных точек А и В (рисунок 1.15). 

0115,9330  B
RqMF

A
M . 

).(27,26
11

5,93102038

11

5.933
кН

qMF

B
R 





  

05,138110  qMF
A

R
В

M . 

).(73,11
11

5,13102088

11

5.138
кН

qMF
AR 





  
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.00  Az HF  

После определения опорных реакций делается проверка. Для это-

го составляется уравнение 0 CМ . Если тождество выполняется, то 

опорные реакции определены верно.  

 

ПРОВЕРКА 
 

085,6330  BRqMAR
C

M . 

    03,0827,265,631020373,11   0 . 

Тождество выполняется,  значит, опорные реакции определены верно. 

Если при определении 
A

R  и
B

R  получились положительные 

значения, то это значит, что их действительное направление будет 
совпадать с принятым на рисунке  1.15. Если значение опорной реак-
ции получилось отрицательным, то предлагается первоначально вы-
бранное направление реакции зачеркнуть, направить в противополож-
ную сторону и в дальнейшем считать положительным. 

Заданная конструкция имеет три силовых участка. На каждом 
участке проводится произвольное сечение, и одна из частей отбрасы-
вается. Удобнее отбрасывать ту часть, которая содержит большее ко-
личество нагрузок. Влияние отброшенной части заменяется совокуп-
ностью шести внутренних силовых факторов, которые можно опреде-
лить, составив возможные уравнения статики. Из шести возможных 
для данной задачи отличными от нуля будут только поперечная сила 

yQ  и изгибающий момент xM .  

Для практических вычислений внутренних усилий используют 
правила знаков. 

 
 

Правило знаков для поперечной силы yQ : 

Если внешняя сила стремится повернуть рассматриваемую часть 
конструкции относительно сечения  по часовой стрелке, то в выра-

жение для yQ  на данном участке она дает положительное слагае-

мое. И наоборот, если внешняя нагрузка стремится повернуть рас-
сматриваемую часть конструкции относительно сечения  против ча-

совой стрелки, то в выражение для  yQ  на данном участке она дает 

отрицательное слагаемое (рисунок 1.16)  
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Рисунок 1.16 

 

 

Правило знаков для изгибающего момента xM : 

Если внешняя нагрузка вызывает сжатие верхних волокон балки при 

закрепленном сечении, то в выражение xM на данном участке она да-

ет положительное слагаемое. И наоборот, если внешняя нагрузка вы-

зывает сжатие нижних волокон балки, то в выражение xM на дан-

ном участке она дает отрицательное слагаемое (рисунок 1.17). 

 
 

.  

Рисунок 1.17 
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Участок I 

0 z1 3 

 
Рисунок 1.18 

 

 1) ;0 zF             0zN .                   

 2) ;0 xF             0xQ .   

 3) ;0 yF             0 Ay RQ . ).(73,11 кНRQ Ay    

 4) ;0 zM           0zM . 

 5) ;0 xM           01  zRM Ax .   1zRM Ax  . 

При )(0073,11,01 мкНMz x  . 

При ).(19,35373,11,31 мкНMмz x   

 6) ;0 yM           0yM . 

Из результатов расчета видно, что на I участке перерезывающее 

усилие Qy будет постоянным, а изгибающий момент Mx представляет-

ся линейной функцией от осевой координаты z. 

Для определения внутренних усилий по всей длине балки такие 

же действия повторяют на каждом силовом участке. 
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Участок II 

0 z2 5 

 

 
Рисунок 1.19 

 

 1) 0 zF ;       0zN .                   

 2) ;0 xF         0xQ .   

 3) ;0 yF        0 FRQ Ay .      

).(73,3873,11 кНFRQ Ay   

 4) ;0 zM      0zM . 

 5) ;0 xM      0)3( 22  zFzRM Ax  .      

22 )3( zFzRM Ax    . 

При )(19,350373,11,01 мкНFMz x  . 

При ).(84,534084,9358873,11,51 мкНMмz x   

 6) ;0 yM        0yM . 

 

Результат расчета показывает, что на втором участке перерезы-

вающее усилие yQ  есть постоянная величина, а изгибающий момент 

xM представляется линейной функцией от осевой координаты z. 
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Участок III 

0 z3 3 

 

 
Рисунок 1.20 

 

 1) 0 zF ;          0zN .                   

 2) ;0 xF             0xQ .   

 3) ;0 yF             03  zqRQ By .              

03  zqRQ By .  

При )(27,2601027,26,03 кНQz y  . 

При ).(73,331027,26,33 кНQмz y   

 4) ;0 zM           0zM . 

 5) ;0 xM           0
2

3
33 

z
zqzRM Bx .       

0
2

3
33 

z
zqzRM Bx . 

При ).(0010027,26,03 мкНMz x   

При ).(81,334581,78
2

3
310327,26,33 мкНMмz x   
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 6) ;0 yM           0yM . 

 

Результат расчета показывает, что перерезывающее усилие yQ  на 

III участке меняется по линейному закону, а изгибающий момент 

xM  – по закону квадратной параболы. Кроме того, на участке III 

функция yQ  меняет  знак с плюса на минус, принимая в некотором се-

чении с координатой *

3
z  нулевое значение. Значит,  функция  xM  в 

этом сечении имеет экстремум. Чтобы определить экстремальное зна-

чение момента, надо приравнять функцию yQ  к нулю на этом участке 

и определить координату 
*

3
z , т. е. определить, где именно данная 

функция yQ  равна  нулю. 

0*
3  zqRQ By   )(627,2*

3 м
q

R
z B  . 

Подставив эту координату 
*

3
z  в выражение xM  для данного участка, 

определим экстремальное значение момента. 

 

 При ),(627,2*

3
мz   

).(5,3451,3401,69
2

627,2
627,210627,227,26 мкНM x   

По полученным результатам строятся эпюры внутренних усилий 

(рисунок 1.21).  

Эпюра изгибающих моментов Мх строится со стороны сжатых 

волокон.  



25 

 

Рисунок 1.21 

 

Следует отметить, что в сечении, где приложен момент 

М=20кНм, на эпюре xM  должен быть "скачок"  на 20 кНм,  а мы по-

лучили "скачок" на 20,03 кНм. Такая погрешность связана с округле-

нием результатов при определении опорных реакций. 

После построения эпюр необходимо проверить их правильность. 

Для этого используются дифференциальные зависимости 

q
zd

Md
Q

dz

dM
q

dz

dQ


2

2

,, . 

 

Особенности эпюр Qy, Mx. 
 

1. В тех сечениях балки, где действует сосредоточенная сила F 

или реакция опоры R, на эпюре поперечных сил Qy должен быть ска-

чок на величину этой силы и в направлении действия этой силы. 



26 

 

  2. В тех сечениях балки, где приложен сосредоточенный момент 

М, на эпюре изгибающих моментов Mx должен быть скачок на величи-

ну этого момента, а на эпюре Qy никаких изменений нет. 

3. Если на участке балки действует равномерно распределенная 

нагрузка q, то эпюра Qy  имеет вид наклонной прямой, а эпюра Mx име-

ет вид квадратной параболы, выпуклостью направленной навстречу 

действия распределенной нагрузки q (правило "дождя").   

 

 
 

Поперечная сила Qy на данном участке изменяется на величину равно-

действующей распределенной нагрузки. 

  4. Если на участке балки равномерно распределенная нагрузка q 

отсутствует, то эпюра Qy  имеет вид прямой, параллельной нулевой 

линии эпюры, а эпюра Mx имеет вид наклонной прямой. 

  5. Если на участке балки, где действует равномерно распреде-

ленная нагрузка q, в некотором сечении эпюра Qy пересекает нулевую 

линию, то на эпюре Mx в этом сечении должен быть экстремум.    

  6. Если на участке балки эпюра Qy >0 (положительна), то эпюра 

Mx на этом участке возрастает (слева направо). Если эпюра Qy <0 (от-

рицательна), то эпюра Mx убывает. 
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Задача 4 
 

Рама нагружена равномерно распределенной нагрузкой q=16 
кН/м, сосредоточенной силой F=20 кН, и сосредоточенным моментом 
M=10 кНм (рисунок 1.22). Определить значения внутренних усилий и 
построить их эпюры. 

  
Рисунок 1.22 

 

Рама имеет жесткое защемление (рисунок 1.23), где возникают 

опорные реакции:  AR , AН и AМ . Расчет начнем с горизонтального 

участка рамы. Так как неизвестные опорные реакции находятся в левой 
части рамы, значит, левую часть мы отбросим, а рассмотрим  правую. 

 

Уч. I 
 
 
 
 
  

Уч.II               Уч.III               
 
  
 
 

 

 
 

 

Рисунок 1.23 
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Участок I   

60 1  z  

 
Рисунок 1.23 

 

 1) ;0 zF             ;0FzN        )(20 кНFzN  . 

 2) ;0 xF             0xQ .   

 3) ;0 yF             ;01 zqQy       01  zqQy . 

При ).(0,01 кНQz y   

При ).(96616,61 кНQz y   

 4) ;0 zM           0zM . 

 5) ;0 xM           06
2

1
1  FM

z
zqM x . 

06
2

1
1  FM

z
zqM x . 

При )(11062010
2

0
016,01 мкНMz x  . 

При ).(17812010
2

6
616,61 мкНMмz x   
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 6) ;0 yM           0yM . 

 

Участок II       

 40 2  z  

 
 

Рисунок 1.24 

 

 1) ;0 zF             06  qN z .  

).(966 кНqN z   

 2) ;0 xF             0xQ . 

 3) ;0 yF             0FQy .  

).(20 кНFQy   

 4) ;0 zM           0zM . 

 5) ;0 xM           0)6(36 2  zFMqM x . 

0)6(36 2  zFMqM x  .  

При )(178120101816,02 мкНMz x  . 

При )(25840101816,42 мкНMz x  . 

 6) ;0 yM           0yM . 
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Участок III 

60 3  z  

 
Рисунок 1.25 

 

 1) ;0 zF             0zN .                   

 2) ;0 xF             0xQ .   

 3) ;0 yF             0 FQy .             

).(20 кНFQy   

 4) ;0 zM           0zM . 

 5) ;0 xM           03  zFM x ; 3zFM x  . 

При )(0020,01 мкНMz x  . 

При ).(120620,61 мкНMмz x   

 6) ;0 yM           0yM . 

 
По полученным данным строятся эпюры внутренних усилий  (ри-

сунок 1.26). 

Положительные значения продольных сил Nz на эпюре принято 

откладывать с внешней стороны рамы, если ее можно определить, а 

отрицательные – с внутренней, но обязательно надо указывать знак 
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деформаций  (знак "+" показывает, что данный участок растянут, а 

знак "-" показывает, что данный участок сжат). 

Положительные значения поперечных сил Qy откладываются в 

направлении оси Y, а отрицательные – в противоположную сторону.  

Эпюра Мх  строится со стороны сжатых волокон. 

 

 
 

Рисунок 1.26 
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Глава 2. Расчеты на прочность при растяжении  

(сжатии) 
 

При работе бруса на растяжение (сжатие) в его поперечных сечени-

ях возникает только один внутренний силовой фактор – продольная 

сила Nz , представляющая собой равнодействующую внутренних нор-

мальных сил, возникающих в поперечном сечении бруса. 

Для расчета на прочность и для определения перемещений попе-

речных сечений бруса надо знать закон изменения продольных сил по 

его длине. 

Продольная сила в произвольном поперечном сечении бруса числен-

но равна алгебраической сумме проекций на его продольную ось всех 

внешних сил, приложенных по одну сторону от рассматриваемого се-

чения (на отсеченную часть бруса). 

При растяжении продольную силу принято считать положитель-

ной. 

Закон изменения продольной силы по длине бруса целесообразно 

представлять в виде графика – эпюры продольных сил. При построе-

нии этого графика аргументом является координата поперечного сече-

ния, а функцией – продольная сила.   

Так же, как и при других видах деформации, расчеты на прочность 

при растяжении (сжатии) в зависимости от постановки задачи (цель 

расчета) могут быть разделены на три категории: 

а) проверка прочности (проверочный расчет); 

б) определение допускаемой нагрузки (разновидность проверочно-

го расчета; 

в) определение требуемых размеров поперечного сечения бруса 

(проектный расчет). 

При проверочном расчете нагрузки размеры и материал (допускае-

мое или предельное напряжения) известны. В результате расчета опре-

деляется наибольшее расчетное напряжение и сравнивается с допуска-

емым.  

Следует заметить, что для брусьев из материалов, которые неоди-

наково сопротивляются растяжению и сжатию (например, чугун), 

опасным может оказаться не то сечение, где возникают наибольшие 

(по абсолютной величине) напряжения. Опасным является сечение, 

для которого коэффициент запаса прочности минимален. 

Если использование только уравнений равновесия для отсеченной 

части бруса или какой-либо системы не позволяет определить внут-
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ренние силы, систему называют статически неопределимой. Для ее 

решения необходимо составить помимо уравнений статики уравнения 

перемещений, основанные на рассмотрении геометрической стороны 

деформации системы и использовании закона Гука.  

 В Приложении Б  представлены варианты заданий для самостоя-

тельного решения задач по рассматриваемой теме. 
 

Задача 2.1 
 

Стальной стержень ступенчатого сечения (рисунок 2.1) нагружен 

сосредоточенными силами  F1=35 (кН), F2=15 (кН) и равномерно рас-

пределенной нагрузкой q =40 (кН/м).  

 
 

Рисунок 2.1 
 

Требуется: построить эпюры продольных сил Nz, эпюры напря-

жений   и эпюру осевых перемещений u. 

Решение. Стержень  имеет три силовых участка (рисунок 2.2). На 

каждом участке проведем сечение и составим уравнения статики для 

определения продольной силы Nz.. 

 
 

Рисунок 2.2 
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1. Определим продольную силу Nz .  

Участок I        

2,10 1  z  

;0 zF    07  FN z .     ).(357 кНFNz   

Участок II     

8,00 2  z  

;0 zF    037 2  zqFFN z .     237 zqFFN z  . 

При ).(2001535,02 кНNz z   

При ).(128,0401535,8,02 кНNмz z   

Определим координату сечения z*, где эпюра Nz  пересекает нуле-

вую линию. Для этого приравняем уравнение Nz  к нулю на этом 

участке.    

037 *
2
 zqFFN z ,     0205357 **

22
 zqzq ,           

).(5,0*
2

мz   

Участок III 

90,0 3  z  

;0 zF         08,037  qFFN z . 

).(123215358,037 кНqFFN z   

По полученным значениям строим эпюру Nz .  

 

2. Определим нормальные напряжения  :  

 

A
zN

 . 

 

Участок I 

На первом участке Nz=35 (кН), тогда 

 

 
)(5,17105,171075,1

1020

1035 6

2

7

24

3

МПа
м

Н

м

Н

















 . 
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Участок II 

На втором участке продольная сила меняется по линейному за-

кону: в начале участка Nz=20 (кН), в конце участка  Nz=-12 (кН). То-

гда напряжения   надо определить в начале и в конце участка.                

В начале 
 

 
)(0,8100,8108,0

1025

1020 6

2

7

24

3

МПа
м

Н

м

Н

















 . 

В конце 
 

 
)(8,4108,41048,0

1025

1012 6

2

7

24

3

МПа
м

Н

м

Н

















  

Участок III 

На третьем участке Nz=-12 (кН), тогда 

 

 
)(0,12100,12102,1

1010

1012 6

2

7

24

3

МПа
м

Н

м

Н

















 . 

По полученным данным строим эпюру нормальных напряжений 

  (рисунок 2.4). 

 

  3. Определим перемещения сечений бруса. 
Чтобы построить эпюру перемещений, надо знать деформацию 

каждого участка стержня, которую можно определить по формуле: 

 

AE
lzN

l



 . 

 

При определении абсолютной деформации участков стержня, в 

пределах которых продольная сила переменна, удобно пользоваться 

следующей формулой: 

 

 A
E

dz
E

dz
l AE

zzN
l 11)(

 
 , 

 

где A – площадь эпюры напряжений на данном участке стержня. 

   
)(1005,1

)(1020)(102

2,11035 4

2411

3

м
мПа

мН
l I 







 . 
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   
)(10064,0

)(102

8,010
2

)8,48(

4

11

6

м
Па

мПа

l II 





 . 

 

   
)(1054,0

)(1010)(102

9,01012 4

2411

3

м
мПа

мН
l III 







 . 

 
Рисунок 2.3 

UD=0; 

)(1054,0 4 мlU III
C

 . 

)(476,010064,01054,0 44 мlUU II
CB   . 

)(10574,0)(1005,110476,0 444 ммlUU I
BA

  . 

Для правильного построения эпюры осевых перемещений необ-

ходимо использовать дифференциальные уравнения растяжения (сжа-

тия) стержня: 

 zN
dz

dU
АЕ z .  При constAE  ,     zqzUAE  . 

Из этих соотношений следует, что на участках стержня, где q=0, 

осевые перемещения меняются по линейному закону, а на участках, 

где q=const - по закону квадратной параболы. В сечениях где продоль-

ная сила Nz равна нулю, осевые перемещения имеют экстремум. В 

нашем случае эпюра перемещений будет иметь экстремум на втором 

участке в сечении с координатой z*=0,5 м.  
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Рисунок 2.4 
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Задача 2.2 

 
Условие задачи. Стержень ступенчатого сечения (рисунок 2.5), 

выполненный из разнородных материалов (сталь и латунь), нагружен 

сосредоточенной силой  F=30 кН и нагрет на температуру Ct o35 . 

С левой стороны стержень  жестко закреплен,  а справа до неподатли-

вой опоры имеет зазор мм5,0 .  

 
Рисунок 2.5 

 
Требуется: построить эпюры продольных сил Nz, эпюры напря-

жений   и эпюру осевых перемещений u. 

  
Решение. Данный брус относится к так называемым конструк-

тивно нелинейным системам, которые в процессе нагружения могут 
менять свою расчетную схему. В данной задаче стержень под действи-

ем внешней силы F должен укоротиться на величину Fl , а под дей-

ствием температурного нагрева t  должен удлиниться на величи-

ну tl . При этом если величина возможного удлинения стержня  ока-

жется больше зазора  , то его правый конец упрется в опору В, и 
стержень будет работать как статически неопределимый. Для проверки 
этого условия вычислим деформации всех трех участков стержня от 

действия силы F (Nz) и температурного нагрева t  по формулам: 

AE
lzN

F
l




 ;    tl

t
l 


  ,  

где    Nz – продольная сила на каждом участке; 

 l  – длина участка; 

 Е – модуль Юнга; 
 А – площадь сечения; 

 – коэффициент температурного расширения;  

t – изменение температуры.  
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Под действием силы F на первом и втором участках возникает 
продольная сила Nz, вызывающая сжатие этих участков, а на третьем 
участке – продольная сила Nz=0.  

Деформации участков от продольной силы: 

).(106,0
1060

1036

)(1030102

)(2,1)(1030 4

7

3

24

2

11

3

м

м
м

Н

мН
l I
F
























).(109,0
1020

1018

)(1020101

)(6,0)(1030 4

7

3

24

2

11

3

м

м
м

Н

мН
l II
F






















  

).(0 мl III
F   

Деформации участков от температурного нагрева: 

 

    ).(1025,510525035)(2,1/110125 477 мградмградl I
t


   

 

)(1099,3103990356,010190 477 мl II
t


  . 

 

)(1066,2102660354,010190 477 мl III
t


  . 

Сравнивая величину возможного удлинения стержня от действия 

силы F и температурного нагрева t  с величиной зазора 

)(105)(5,0 4 ммм  , видим, что стержень упрется в неподатли-

вую опору В: 

   
 )(104,101066,299,325,509,06,0 44 мll tF . 

Рисунок 2.6 
 

При этом в опорах А и В возникнут опорные реакции НА и НВ,  ко-
торые нельзя определить с помощью единственного уравнения статики 

0 zF , т. к. уравнение одно, а неизвестных в этом уравнении две: 
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0;0  BАz HFНF . 

Отбросим мысленно правую опору В, и влияние ее заменим дей-
ствием неизвестной силы Х, равной реакции НВ. 

Образованная таким образом основная система (рисунок 2.7) 
должна деформироваться как заданная, т. е. ее удлинение от действия 

силы F , от температурного нагрева t  и от действия неизвестной си-

лы Х должно быть равно зазору  . Это условие, вытекающее из рас-
смотрения характера деформации стержня,  является дополнительным 
и позволит раскрыть статическую неопределимость задачи. 

 

 
Рисунок 2.7 

 
Дополнительное уравнение: 

  XtF llll . 

Вычислим укорочение стержня от действия силы Х. 

.
1020101

4,0

1020101

6,0

1030102

2,1
411411411  














XXX
lx  

 

  .07,002,003,002,0  XXlx  

 
Подставим все найденные деформации в дополнительное уравнение. 

).(1051007,0109,11105,1 4744 мXllll XtF


   

).(1051007,0104,10 474 мX    

 

.)(14,77)(1014,77
1007,0

104,5

1007,0

105104,10 3

7

4

7

44

ВНкННX 


















 

Статическая неопределимость задачи раскрыта. Опорную реак-
цию НА определим из уравнения статики. 

НА=НВ+F=77,14+30=107,14 (кН). 
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Для построения эпюр продольных сил, нормальных напряжений и 
осевых перемещений рассчитываем основную систему от действия 

продольной силы Nz  на каждом участке и нагрева t . 
 

Определим продольную силу на каждом участке, составив 

уравнения равновесия 0 zF .  

На первом участке Nz = -НА= -107,14 (кН), 
 
На втором участке Nz = -НА= -107,14 (кН), 
 
На третьем участке Nz = -НА+F= -107,14+30=77,14 (кН). 
 
По полученным данным строим эпюру Nz (рисунок 2.8). 
 
Определим нормальное напряжение    на каждом  участке по 

формуле 
A
zN

 . 

На первом участке  

).(7,35)(107,351057,3
)(1030

)(1014,107 67

24

3

МПаПа
м

H

A

N I
zI 







  

На втором участке  

).(6,53)(106,531036,5
)(1020

)(1014,107 67

24

3

МПаПа
м

H

A

N II
zII 









         На третьем участке  

).(6,38)(106,381086,3
)(1020

)(1014,77 67

24

3

МПаПа
м

H

A

N III
zIII 









         По полученным данным строим эпюру   (рисунок 2.8).  
 

Определим деформацию каждого участка от продольной силы 

Nz  и температурного нагрева t  

tl
AE
lzN

l 



  . 

На первом участке  

).(1011,31025,51014,2352,110125
1030102

2,11014,107 4447

411

3

мl I 








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На втором участке 

).(1078,01099,31021,3356,010190
1020101

6,01014,107 4447

411

3

мl II 









 

На третьем участке  

).(1012,11066,21054,1354,010190
1020101

4,01014,77 4447

411

3

мl III 









 

Определим перемещения характерных сечений стержня от-

носительно заделки. 

0AU .  

).(1011,3 4 мlU I
C

  

).(1089,31078,01011,3 444 мlUU II
CD

   

 )(41001,541012,141089,3 мIIIlDUBU . 

 
По полученным данным строим эпюры перемещений U характер-

ных сечений бруса (рисунок 2.8). 
 

 
 

Рисунок 2.8 
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Задача 2.3 
 

Условие задачи. Абсолютно жесткий брус, нагруженный силой 

F, опирается на шарнирно-неподвижную опору и шарнирно поддер-

живается двумя наклоненными стержнями 1 и 2 (рисунок 2.9). Пло-

щадь сечения первого стержня А1=20 см2, а площадь второго стержня 

А2=25 см2. 

Требуется. Для заданной статически неопределимой стержневой 

системы определить допустимую величину силы F по методу допуска-

емых напряжений. 

 

 
Рисунок 2.9 

  

Решение. Из условия прочности по допускаемым напряжениям 

на растяжение (сжатие)   
A

N z
 следует, что усилия в стержнях 

1 и 2 не должны превышать допускаемых усилий:   

    111 АNN   ,     ).(320103200102010160 246
1 кНN     

    222 АNN   ,   ).(400104000102510160 246
2 кНN    

 

1. Статическая сторона задачи  

 

Рассматривая равновесие абсолютно жесткого стержня (рису-

нок 2.10) под действием силы F и внутренних усилий N1 и N2, возни-

кающих в стержнях 1 и 2, составим единственное уравнение равнове-
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сия 0 АМ . Два других возможных уравнения будут содержать 

неизвестные опорные реакции RA и HA, которые не требуются для ре-

шения задачи. 

 

0 АМ    0530cos345cos4,2 21  FNN , 

 

05
2

3
3

2

2
4,2 21  FNN , 

 

05598,2697,1 21  FNN . 

 

52,0
2

34,0
1

 NNF   (1) 

 

 
Рисунок 2.10 

 

2. Геометрическая сторона задачи  
 

Так установить зависимость между усилиями N1 и N2 не удается 

из уравнений статики, то необходимо рассмотреть зависимость между 

деформациями стержней 1 и 2. Под действием силы F жесткий брус 

повернется на бесконечно малый угол, при этом стержни 1 и 2 дефор-

мируются от усилий N1 и N2.  
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Построим план перемещений. 

 

 
Рисунок 2.11 

 

Жесткий брус повернем на некоторый угол, при этом узел В займет 

положение В1, а узел С займет положение С1, так как должно быть вы-

полнено условие неразрушимости конструкции (рисунок 2.11). Чтобы 

показать деформацию первого стержня 1l , надо провести перпенди-

куляр из точки В1 к линии первого стержня (получили точку В2). Отре-

зок ВВ2 и будет 1l . Чтобы показать деформацию второго стержня 

2l , надо провести перпендикуляр из точки С1 к линии второго 

стержня (получили точку С2). Отрезок СС2 и будет 2l . Из подобия 

треугольников АВВ1 и АСС1 следует, что  

СA

CС

ВA

BВ 11  . 

 

ВВ1=  l1/cos45,   СС1=  l2/cos30,   ВА=2,4 (м),   СА=3,0 (м),    

0,3

30cos/

4,2

45cos/ 21 ll 



; 

30,3

2

24,2

2 21








 ll
;    

2

24,2

30,3

22
1









l
l . 
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Получим дополнительное уравнение, которое позволит раскрыть 

статическую неопределимость. 

 

65,021  ll .   (2) 

 

3. Физическая сторона задачи  
Раскроем дополнительное уравнение, используя закон Гука: 

AE

lzN
l




 . 

 

65,0
22

22

11

11











AE

lN

AE

lN
;   (3) 

 

)(54,3
2

22,5

cos45

2,5
1 мl 


 ;     )(89,2

3

22,5

cos30

2,5
2 мl 


 . 

 

Подставим все известные значения в выражение (3). 

 

65,0
1025102

89,2

1020102

54,3

411

2

411

1 











NN
, 

 

 

425,021  NN .   (4) 

 

Допускаемые значения усилий в стержнях, найденные ранее из 

условия прочности, имеют значения:  

  )(3201 кНN  ,   )(4002 кНN  . 

Если принять,  что   )(32011 кНNN  , то из уравнения (4) сле-

дует, что  

 
  )(400)(9,752

425,0

320

425,0
2

1
2 кНNкН

N
N  . 

Это противоречит условию прочности. 

Тогда принимаем   )(40022 кНNN  . Из уравнения (4) следу-

ет, что  
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    )(320)(170425,0400425,0 221 кНNкНNN  . 

Это удовлетворяет условию прочности.  

Принимаем, что усилие N1=170 (кН), а усилие N2=400 (кН). 

 

4. Синтез 
 

Подставив в уравнение (1) принятые значения для усилий в пер-

вом и втором стержнях, найдем допустимое значение нагрузки: 

 

  )(8,26552,040034,017052,0234,01 кНNNF  . 
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Глава 3. Расчеты на прочность при изгибе 
 

Плоский изгиб – изгиб, при котором все усилия, действующие на 
конструкцию, лежат в одной из главных плоскостей.  

Подбор сечения при плоском изгибе производят для опасного се-
чения конструкции. Сечение, в котором изгибающий момент имеет 
максимальное значение, является опасным.  

 Для определения опасного сечения конструкции строят эпюры 
внутренних усилий (поперечных сил Qy и изгибающих моментов Mx), 
используя метод сечений. Оси Х и У – это главные центральные оси 
поперечного сечения конструкции. 

Из условия прочности при изгибе, которое имеет вид  

  
xW

xM max

max , 

определяют минимально допустимое значение момента сопротивления 
сечения относительно оси Х (такой тип расчета называется проектным 
расчетом): 

 
 

max

x
xx

M
WW  . 

 xW – это допускаемый момент сопротивления сечения относительно 

оси Х. 
Далее требуется составить выражение для определения момента 

сопротивления сечения относительно оси Х, используя геометрические 
параметры сечения: 

maxy

I
W x

x  , 

где    Ix – осевой момент инерции сечения относительно оси Х; 

ymax – расстояние от оси Х до наиболее удаленных точек сече-

ния. 

Записывают выражение для определения Ix  по следующему плану: 

1. Разбиваем сложное сечение на простейшие составляющие; 
2. Определяем центр тяжести сечения, через который проводим 

главную центральную ось сечения Х; 
3. Записываем выражение для определения осевого момента 

инерции Ix сложного сечения, который равен сумме осевых моментов 

инерции простейших составляющих сложного сечения относительно 
оси Х: 
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n

x

II

x

I

xx IIII  ...  = 
i

x

n

i

I
1

. 

Осевой момент инерции простейшей составляющей сложного се-

чения относительно оси Х определяем, используя правило параллель-

ного переноса осей. 

Например:                
II

x

I

x AaII
2

11
 , 

где  
I

xI – осевой момент инерции первой простейшей составляющей 

сложного сечения относительно оси Х, 
I

xI
1

– осевой момент инерции простейшей составляющей сечения  

относительно собственной центральной оси Х1, которая параллельна 

оси Х, 

1a – расстояние между осью Х  и осью Х1, 

АI – площадь сечения первой простейшей составляющей сложно-

го сечения. 

Аналогично определяем осевые моменты инерции всех осталь-

ных простейших составляющих сложного сечения относительно оси Х 

и затем все складываем.  
Записываем  выражение для определения момента сопротивления 

сечения: 

maxy

I
W x

x  . 

 Далее методом попыток, подставляя необходимые геометри-

ческие параметры сечения из таблицы сортамента прокатной стали, 

вычисляем xW  и сравниваем его с  xW , полученным из условия 

прочности. Должно выполняться условие  xx WW  . 

Перебором  нескольких вариантов прокатного профиля из табли-

цы сортамента добиваемся, чтобы момент сопротивления сечения Wx 

был в целях экономии материалов максимально приближен к  xW . 

Допускается,  чтобы xW был меньше  xW , но не более чем на 

5 %. 

В Приложении Б представлены варианты заданий для самостоя-

тельного решения задач по рассматриваемой теме. 
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Задача 3.1 

 
Необходимо подобрать поперечные сечения указанного типа для 

стальной балки (рисунок 3.1) по методу допускаемых напряжений.  

Дано: M=qa2=60 кНм,  F=qa =30 кН,   q=15 кН/м, a=2 м,    =160 МПа.  

 

.  

 

 
 

Рисунок 3.1 

 

Перед построением эпюр определим опорные реакции (если это 

необходимо). 

.20
3

2
023

.70
3

7
04322

кНqa
A

RaFaaqMa
A

R
B

M

кНqa
B

RaFa
B

RaaqM
A

M





00  BBz HHF . 

После определения опорных реакций делается проверка. Для это-

го составляется уравнение 0 yF .  

02
3

7

3

2
2  aqqaqaqaaqFRR BA . 
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Так как тождество выполняется, то опорные реакции определены вер-

но.  

 
 

Рисунок 3.2 

 

Из условия прочности по допускаемым напряжениям следует: 

 
 

max

x
xx

M
WW  = 

.37510375,0
/10160

1060 333

26

3

смм
мН

мН




 
 

 

В нашем примере опасным сечением конструкции является сече-

ние «В», в котором изгибающий момент и поперечная сила имеют  

максимальные значения (рисунок 3.2). 
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.40
3

4

,60

max

2max

кНqaQ

мкНqaM

y

x




 

а) Сделаем подбор сечения балки, которое состоит из двух дву-

тавров (рисунок 3.3).  

 
 

Рисунок 3.3 

 

Определим момент сопротивления сечения: 

maxy

I
W x

x  , 

где   I x – осевой момент инерции сечения относительно нейтральной 

оси Х; 

ymax – расстояние от оси Х до наиболее удаленных точек сече-

ния. 
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



















 A

h
II xx

2

2
2

1
. 

После определения осевого момента инерции запишем выраже-

ние для момента сопротивления сечения, вычислим его и сравним с 

минимально допустимым значением момента сопротивления, которое 

определили из условия прочности:  

  3

2

max

375
2

2
1

смW
h

A
h

I

y

I
W z

x

x

x 






















 . 

 

При подборе сечения применяем метод попыток, подставляя в 

выражение Wx  необходимые геометрические параметры сечения из 

таблицы сортамента. 

 

 
Рисунок 3.4 

 

Выбираем двутавр № 18 (Ix=1290 см4, h=18 см, A=23,4 см2). 
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3

2

37593,353
18

4,23
2

18
12902

смWx 






















 .  

Двутавр № 18 условию прочности не удовлетворяет. 

 

Выбираем двутавр № 18а (Ix=1430 см4, h=18 см, A=25,4 см2). 

.3755,387
18

4,25
2

18
14302

3

2

смWx 






















  

Двутавр № 18а условию прочности удовлетворяет. 

В некоторых случаях необходимо проверить прочность балки по 

главным напряжениям. Такую проверку целесообразно проводить при 

выполнении следующих условий: 

1. Изгибающий момент и поперечная сила достигают максималь-

ных значений (или близких к максимальным) в одном и том же сече-

нии; 

2. Ширина балки резко меняется вблизи границ сечения.  

 

Фактические максимальные напряжения составят 

.8,154/108,154
105,387

1060 26

6

3max

max МПамН
W

M

x

x 






  

Эпюра нормальных напряжений  и касательных напряжений   

представлена на рисунке 3.5. 

Касательные напряжения вычисляем по формуле Журавского в 

некоторых характерных точках сечения: 

BI

SQ

x

отс
Xy




 . 

Для нашего сечения Ix=6974,8 см4,   Qy=40 кН,   B – ширина сече-

ния в точке, где определяется касательное напряжение, отс
XS  – стати-

ческий момент отсеченной части сечения относительно главной цен-

тральной оси Х , который определяется по формуле 

,отсотсотс
X yAS   
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где Аотс – площадь отсеченной части, yотс – координата центра тяжести 

отсеченной площади сечения относительно главной центральной оси Х 

сечения. 

В точках 1, 7 касательные напряжения равны нулю, т. к. Sотс=0. 

В точках 2, 8 : 

МПаПа

BI

t
htbQ

x

y

84,01084,0

10,0108,6974

2

0083,0
18,00083,010,01040

2

6

8

3

8,2


































 

Здесь, из таблицы сортамента, ширина сечения B= b = 100 мм = 0,10 м. 

 

В точках 3, 9:  

.41,161041,16

0051,0108,6974

2

0083,0
18,00083,010,01040

2

6

8

3

9,3

МПаПа

BI

t
htbQ

x

y
































  

Здесь ширина сечения B= d = 5,1 мм = 0,0051 м. 

 

В точках 4, 10:  

 

 

.84,241084,24

2

18,0
0083,0218,00051,0

2

0083,0
18,00083,010,0

0051,0108,6974

1040

2
2

2

6

8

3

10,4

МПаПа

x

x
h

thd
t

htb
BI

Q

x

y



















































 

 

Здесь ширина сечения B= d = 5,1 мм = 0,0051 м. 
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В точках 5, 11:  

 

 

.27,11027,1

2

18,0
0083,0218,00051,0

2

0083,0
18,00083,010,0

1,0108,6974

1040

2
2

2

6

8

3

11,5

МПаПа

x

x
h

thd
t

htb
BI

Q

x

y




















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Здесь ширина сечения B= b = 100 мм = 0,1 м. 

В точке 6: 
 

.31,11031,1

2

18,0
104,25

0051,0108,6974

1040

2

6

8

8

3

6

МПаПа

x
h

A
BI

Q

x

y




























 




 

Здесь ширина сечения B= d = 5,1 мм = 0,0051 м, А – площадь сечения.  

 

 
Рисунок 3.5 
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По третьей теории прочности (гипотезе наибольших касательных 

напряжений) для точки 3 определим эквивалентное напряжение: 

 

,26,15141,16466,1474 222

3

2

3 МПаэкв      

где            
 

МПа
h

th

y

y
66,147max

max

3max

3 








 . 

Прочность балки обеспечена. Двутавр № 18а условию прочности 

удовлетворяет. 

 

б) Сечение балки состоит из двух неравнобоких уголков (рису-

нок 3.6). 

 
Рисунок 3.6 

 

Определим момент инерции сечения Ix относительно централь-

ной оси Х, используя правило параллельного переноса осей, и момент 

сопротивления сечения Wx: 
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Выбираем уголок № 16/10/1,4 

(Ix=897 см4, B=16 см, A=34.7 см2, y0=5,4 см) (рисунок 3.7). 
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
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Условие прочности не выполняется. 

 

Выбираем уголок № 20/12,5/1,1 

(Ix=1449 см4, B=20 см, A=34.9 см2, y0=6,5 см). 
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Уголок № 20/12,5/1,1 условию прочности удовлетворяет. 
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Рисунок 3.7 

 

в) Сечение балки состоит из двух швеллеров (рисунок 3.8).  

Определим момент инерции Ix сечения относительно централь-

ной оси Х, используя правило параллельного переноса осей, и момент 

сопротивления сечения Wx. 
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Рисунок 3.8 

 

  ,2
2
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AzbII xx   

 

  
.

2
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01

b

AzbI
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x


  

Выбираем швеллер № 33 

(Iy=410 см4, b=10,5 см, A=34.9 см2, z0=2,59 см) (рисунок 3.9). 

Здесь следует обратить внимание, что ось Х1 на рисунке 3.8 является 

главной центральной осью одного швеллера, которая в таблице сор-

тамента прокатной стали представляется осью Y, поэтому при вы-

боре геометрических параметров сечения для расчетов берется осе-

вой момент инерции относительно оси Y, т. е.  Iy.. 
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428
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Получили очень большой запас прочности. 
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Рисунок 3.9 

 

Выбираем швеллер № 24 

(Iy=208 см4, b=9 см, A=30,6 см2, z0=2,42 см). 

 

  
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Условие прочности не выполняется. 

 

Выбираем швеллер № 24а 

(Iy=254 см4, b=9,5 см, A=32,9 см2, z0=2,67 см). 
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  
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Швеллер № 24а условию прочности удовлетворяет. 

 

г) Сечение балки состоит из двух швеллеров № 14 (Ix = 491 см2, 

b = 5,8 см, h = 14см, t = 0,81см) и двух пластин прямоугольного сече-

ния, сверху и снизу жестко соединенных со швеллерами (рису-

нок 3.10). Требуется определить толщину пластин t. 

 
Рисунок 3.10 
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Откуда .707,0 cммt   

д) Сечение балки состоит из трех прямоугольных пластин (рису-

нок 3.11). 

 

 
 

Рисунок 3.11 
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Откуда b=2,2см. 

 

е) Сечение балки представляет собой прямоугольник с вырезан-

ным центральным отверстием (рисунок 3.12). 

 

 
Рисунок 3.12 
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Откуда b=1,92 см.  

 

 
Задача 3.2 

 
Для рамы (рисунок 3.13), которая изготовлена из хрупкого мате-

риала, необходимо подобрать размеры сечения (рисунок 3.14), если  

[ ]р=40 МПа, [ ]с=120 МПа,    а=2 м,    q=7,5 кН/м,    F=qa=15 кН,    

M=qa2= 30 кНм. 

 

 
 

Рисунок 3.13 



66 

 

 

 
 

Рисунок 3.14 

 

 

Для определения опасного сечения построим эпюры продольных 

сил, поперечных сил и изгибающих моментов, используя метод сече-

ний (рисунок 3.15).  
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Рисунок 3.15 
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Опасным сечением рамы является сечение А, в котором: 

.15
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кНqaQ

мкНqaM
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


 

Определим положение центра тяжести сечения относительно оси 

Х 0, проведенной по нижнему краю сечения, предварительно разбив его 

на составляющие – два прямоугольника площадью 1A и 2A . Сечение 

симметрично относительно оси У, поэтому необходимо определить 

только координату Ус. 
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где 
0xS – статический момент сечения относительно оси Х 0, 
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Определим момент инерции сечения относительно главной цен-

тральной оси Х,  используя формулу параллельного переноса осей:  
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Сечение по условию задачи должно быть расположено рацио-

нально, т. е. чтобы в растянутой зоне размещалась большая доля мате-

риала.  Поэтому точку А сечения расположим в сжатой зоне, а точку 

В – в растянутой. 

Для точки А условие прочности запишем в виде 
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A y
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Для точки В условие прочности запишем в виде 
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Из двух найденных значений b  принимаем наибольшее. 

Определим значения касательных напряжений для характерных 

точек сечения 1, 2, 3, 4, 5, используя формулу Журавского:  

.
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xy

  

Здесь   Qy  – поперечная сила в опасном сечении конструкции,  

          отс
xS – статический момент отсеченной части сечения относи-

тельно оси  Х, 

            Ix – осевой момент инерции сечения относительно главной цен-

тральной оси Х. 

          B – ширина сечения в точке, где определяем касательное 

напряжение. В точках 1, 5  ,051  отсотс SS следовательно:  

- В точках 1, 5:  
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- В точке 4: 

   .1016,633107,35,12105,25 36333

4 мbbbbSотс    
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Определим  касательные напряжения   в характерных точках. 

В точке 2: 
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В точке 3: 
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В точке 4: 

 

 
.10258,2

109,42068

104,9497

107,3107,3667,60

1016,6331015

6

10

3

242

63
4

4

Па

BI

SQ

x

отс

y























 

На рисунке 3.16 представлены эпюры нормальных и касательных 

напряжений для заданного типа сечения. 

Проверку прочности проводим для точки 3, для которой 

.17,2,52,19 МПаМПа    

 

 
 

Рисунок 3.16 
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Для проверки используем первую теорию прочности (критерий 

наибольших нормальных напряжений): 

 

 р
I
экв МПа  


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  76,1917,2452,1952,19
2

1
4

2

1 2222 . 

 

Условие прочности выполняется. Окончательно принимаем b=3,7 мм. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

 
ЗАДАНИЕ к главе 1: 

Определить внутренние усилия и построить их эпюры. 

 

Таблица 1 – Варианты заданий 

 

ЧИСЛОВЫЕ ДАННЫЕ 
№ 

Вар. 

q, 

кН/м 

F 

кН 

M, 

кНм 

 № 

Вар. 

q, 

кН/м 

F, 

кН 

M, 

кНм 

1 10 20 35 16 20 25 30 

2 20 25 40 17 10 30 25 

3 10 30 25 18 20 15 30 

4 20 35 30 19 10 40 25 

5 10 40 25 20 20 25 40 

6 20 15 30 21 10 25 30 

7 10 25 30 22 20 35 40 

8 20 30 25 23 10 35 20 

9 10 35 20 24 20 15 30 

10 20 15 30 25 10 20 25 

11 10 20 25 26 20 25 40 

12 20 25 30 27 10 30 35 

13 10 30 35 28 20 35 40 

14 20 35 40 29 10 40 25 

15 10 40 25 30 20 25 30 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

 
ЗАДАНИЕ к главе 2: 

Определить внутренние силовые факторы и построить их эпюры. 

 

Таблица 2 – Варианты заданий 

№ 

Вар. 

F, 

кН 

А1, 

см2 

А2, 

см2 

А3, 

см2 

∆, 

мм 

∆t, 
oC 

1 20 25 20 15 0,20 35 

2 25 20 15 10 0,30 40 

3 30 25 20 15 0,40 45 

4 35 20 15 10 0,25 25 

5 40 25 20 15 0,35 30 

6 45 20 15 10 0,45 35 

7 50 25 20 15 0,20 40 

8 35 20 15 10 0,30 45 

9 25 25 20 15 0,40 25 

10 35 20 15 10 0,25 30 

11 40 25 20 15 0,35 35 

12 45 20 15 10 0,45 40 

13 50 25 20 15 0,20 45 

14 55 20 15 10 0,30 25 

15 20 25 20 15 0,40 30 

16 25 20 15 10 0,25 25 

17 30 25 20 15 0,35 30 

18 35 20 15 10 0,45 35 

19 40 25 20 15 0,20 40 

20 45 20 15 10 0,30 45 

21 50 25 20 15 0,40 25 

22 20 20 15 10 0,25 30 

23 25 25 20 15 0,35 35 

24 30 20 15 10 0,45 40 

25 35 25 20 15 0,20 45 

26 40 20 15 10 0,30 25 

27 45 25 20 15 0,40 35 

28 50 20 15 10 0,25 40 

29 20 25 20 15 0,35 45 

30 25 20 15 10 0,45 25 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 

 
ЗАДАНИЕ к главе 3: 

Определить внутренние силовые факторы, построить их эпюры и по-

добрать указанные типы сечений. 

 

Таблица 3 – Варианты заданий 
Численные значения 

№ 

Вар. 

q, 

кН/м 

F, 

кН 

M, 

кНм 

 

№ 

Вар. 

q, 

кН/м 

F, 

кН 

M, 

кНм 

1 20 40 15 17 30 40 25 

2 30 35 20 18 40 35 30 

3 40 30 25 19 20 30 15 

4 20 25 30 20 30 25 20 

5 30 40 15 21 40 40 25 

6 40 35 20 22 20 35 30 

7 20 30 25 23 30 30 35 

8 30 25 30 24 40 25 40 

9 40 30 35 25 20 30 15 

10 20 25 40 26 30 25 20 

11 30 40 15 27 40 40 25 

12 40 35 20 28 20 35 30 

13 20 30 25 29 30 30 35 

14 30 25 30 30 40 25 40 

15 40 30 35 31 20 40 35 

16 20 35 40 32 30 45 20 
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Учебное издание 

 

 

Борисова Анастасия Дмитриевна 

Алексейцев Андрей Ильич 

 

 

Расчеты на прочность при различных  

видах деформации 
 

Учебно-методическое пособие 

 

 

 

 

Федеральное государственное бюджетное  

образовательное учреждение высшего образования  

«Алтайский государственный технический университет  

им. И.И. Ползунова» 656038, г. Барнаул, пр-т Ленина, 46 

 
 

 

В начало 
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