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ОСОБЕННОСТИ ПРИВЕДЕНИЯ КРУТИЛЬНЫХ СИСТЕМ 
В МАШИННЫХ АГРЕГАТАХ С ЗАЗОРАМИ 

 
В.С. Попович, Р.Е. Пестрецов 

 
Теоретические исследования многомассовых крутильных систем сопряжены с большим 

объемом вычислений. Практическое же значение при колебаниях имеют низкие собственные 
частоты упрощенных систем с малым числом масс. Упрощенная система должна быть ди-
намически эквивалентной исходной реальной системе, соответствующие низкие частоты и 
формы свободных колебаний для упомянутых систем должны быть достаточно близкими. 

В статье рассматриваются теоретические вопросы свободных и вынужденных кру-
тильных колебаний при наличии зазоров в системах машин. 

Ключевые слова: крутильные колебания, резонансные колебания, зазоры. 

Методы приведение и упрощение исход-
ных крутильных систем без учета зазоров 
могут быть осуществлены по методам, изло-
женным в [3–6]. Рассмотрим частный случай 
упрощения четырехмассовой системы на 
рисунке 1 до двухмассовой. 

 

 
 

Рисунок 1 – Четырехмассовая крутильная 
система с зазором 

 
Применяя метод крутильной центромас-

совой аналогии, получаем (без учета зазо-
ров): 

𝐼𝐼 = 𝐼1 +
 𝐼1 + 𝐼2 𝐶

𝐶2

;   𝐼𝐼𝐼 = 𝐼2 +
 𝐼1 + 𝐼2 𝐶

𝐶1

; 

 
1

𝐶
=

1
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+
1

𝐶2
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Касание масс при замыкании зазора но-
сит характер удара, время действия которого 
много меньше времени действия обычных сил 
(в данном случае упругих сил кручения колен-
чатого вала). Замыкание зазора будем считать 
происходящим одновременно с последующим 
размыканием (при упругом ударе). 

По известному закону сохранения кине-
тического момента до и после удара (так как 
внутренние силы – силы соударения – не 
изменяют кинетического момента всей сис-
темы) имеем: 

𝛼 = 𝐼1𝜑 1 + 𝐼1𝛹 1 + 𝐼2𝛹 2 + 𝐼2𝜑 2 = 𝐼1𝜑 1 + 𝐼1𝛹 
 

1 + 

+ 𝐼2𝛹 
 

2 + 𝐼2𝜑 2, 

где 𝛼 = 0, если система не вращается как 
единое целое. 

Используем различные сочетания пар-
циальных систем исходной четырехмассовой 
системы (без учета зазоров), приведенные на 
рисунке 2, собственные частоты которых 
можно определить как: 

𝜔𝑎)
2 =

𝐶1 + 𝐶2

𝐼1 + 𝐼2

 для а) ; 

𝜔б)
2 =

𝐶1 𝐼𝐼 + 𝐼1 + 𝐼2 

𝐼𝐼 𝐼1 + 𝐼2 
 (для б)); 

𝜔в)
2 =

𝐶2 𝐼𝐼𝐼 + 𝐼1 + 𝐼2 

𝐼 𝐼1 + 𝐼2 
 (для в)), 

причем 

𝜔б)
2 + 𝜔в)

2 >
𝐶1

𝐼1 + 𝐼2

−
𝐶2

𝐼1 + 𝐼2

= 𝜔𝑎)
2 . 

 

Рисунок 2 – Парциальные системы 
приведения 

 
Для сохранения условий крутильного ко-

лебания системы с зазором необходимо из-
менить амплитуды, так как при этом система 
допускает относительный поворот масс на 
величину зазора без появления упругих мо-
ментов. Пусть система без зазора имеет 
низшую форму колебаний с частотой 𝜔 (ри-
сунок 3 а)). 

Сохраняя максимальные величины упру-
гих моментов, получим другую систему с 
зазором, которая изображена на рисунке 3 б). 
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Для приведенной двухмассовой системы 
положение зазора по длине системы не име-
ет значение (с указанной степенью точности). 

Рассмотренная четырехмассовая систе-

ма 𝐼1,𝐼1
′ , 𝐼2, 𝐼2

′ , 𝑐1, 𝑐2 при условии, что 𝜔а)
2 ≫ 𝜔б)

2  

и 𝜔б)
2 ≫ 𝜔2 , может быть приведена к двухмас-

совой системе 𝐼𝐼 , 𝐼𝐼𝐼 , 𝑐. Практически это озна-

чает, что 𝐼1
′  и 𝐼2

′  рассредоточиваются между 

𝐼1 и 𝐼2 [1]. Условие свободного зазора  𝛹1 −
𝛹2 < ∆ переходит в условие для масс с мо-

ментами инерции 𝐼1 и 𝐼2:  𝜑1 − 𝜑2 > ∆, т.е. 
зазор теряет характер динамического объекта 
и становится объектом кинематическим (или 
геометрическим). Положение зазора на валу 
между массами 𝐼1 и 𝐼2 не имеет значения. 

 
Рисунок 3 – Формы колебаний исходной системы: а) – без учета зазора; б) – с учетом зазора 

 
Если указанная четырехмассовая систе-

ма является парциальной для другой, более 
развернутой системы, тогда для всех низших 

собственных частот 𝜔𝑖 , таких что 𝜔𝑖
2 < 𝜔2, 

погрешности, после указанного выше приве-
дения, будут еще меньшими. 

Теперь можно предложить такой при-
мерный порядок приведения и упрощения 
системы с зазорами: выделим из исходной 
многомассовой системы с зазорами парци-
альную систему вида, указанного на рисун-
ке 2. Эту парциальную систему на основании 
вышеизложенного преобразуем в парциаль-
ную систему другого вида (см. рисунок 4 а)) с 
двумя низшими частотами 𝜔1 и 𝜔2 (причем 

𝜔1 < 𝜔2). 

Если парциальная частота системы 𝐼𝑖+𝐼, 

𝑐𝑖 , 𝑐𝑖+1 без учета зазоров 𝜔′ ≫ 𝜔1, то можно 
сделать упрощение по схеме, изображенной 
на рисунке 4 б). Тогда система приобретает 
вид, показанный на рисунке 4 в). 

Так как нас интересуют первые частоты 
свободных колебаний 𝜔1 < 𝜔2 <. . . < 𝜔𝑛и со-
ответствующие им формы колебаний, тогда 
приведем все парциальные системы, имею-
щие такие парциальные частоты 𝜔𝑖 , к такому 
виду, что 

𝜔𝑖
2 ≥ 𝜔𝑛

2 . 
Таким образом, приведение системы с 

зазорами следует выполнять так же, как и 
приведение беззазорной системы. 

В ходе исследований было выполнено 
торсиографирование валопровода работаю-

щего трактора, в результате которого опре-
делены резонансные амплитуды и амплиту-
ды «жестких» колебаний масс системы. В 
качестве примера на рисунке 5 приведена 
крутильная схема трактора Т-4 с зазорами. 

Все соединения разбиты на три основ-
ные группы: гладкие соединения (соединения 
с возможным проскальзыванием), шлицевые 
соединения, шестерни. При приведении кру-
тильных систем моменты инерции отдельных 
деталей объединялись на отдельных участ-
ках в одну сосредоточенную массу. На этих 
участках все зазоры суммировались. Затем 
угловые зазоры приводились к оси коленча-
того вала двигателя обычным образом с уче-
том передаточных чисел. 

В расчетах учитываются только зазоры 
между зубьями шестерен; величина зазора – 
угол взаимного поворота двух смежных дета-
лей. 

Расчеты были выполнены численным 
методом Коши-Эйлера в пакете MathCAD [2]. 

Усредненную величину зазоров оценим 
приближенно, исходя из следующих сообра-
жений: 

1. В отдельном зубчатом зацеплении (пара 
шестерен) боковой зазор равен 𝛿з = 1 ÷ 0,3 мм; 

2. Средний диаметр шестерни 𝐷ср ≈185 см. 

Тогда средний угловой зазор у одной па-
ры сцепленных шестерен равен: 

∆ср
′ =

𝛿з
ср

∙ 2

𝐷ср

=
0,2 ∙ 2

185
≈ 0,002 рад. 
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Рисунок 4 – Схема приведения системы с зазором 

 

 
Рисунок 5 – Крутильная схема трактора Т-4 с зазорами 
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В виде первого приближения принимаем 
этот зазор одинаковым для всех шестерен. 

Приведение зазоров к коленчатому валу 
выполняем по формуле: 

∆=
∆′

𝑖кв−в

, 

где 𝑖кв−в – передаточное число от коленчато-
го вала до рассматриваемого зубчатого заце-
пления. 

Численные значения передаточных чи-
сел 𝑖кв−в сведены в таблицу 1. 

 
Таблица 1 – Передаточные числа по участкам системы 

№ 
передачи 

Передаточные числа для участков системы 

12–13 13–14 14–15 15–16 16–17 17–18 

1 1,708 0,708 0,272 0,0746 0,0528 0,0118 

2 0,708 0,708 0,315 0.0864 0,0612 0,01375 

3 0,708 0,708 0,364 0,100 0,0709 0,0159 

4 0,708 0,708 0,450 0,1235 0,1235 0,0196 

5 --- --- 0,540 0,1052 0,1052 --- 

6 --- --- 0,628 0,122 0.122 --- 

7 --- --- 0,728 0,142 0,142 --- 

8 --- --- 0,900 0,174 0,147 --- 

       
В таблице 2 приведены численные зна-

чения угловых зазоров, приведенных к колен-
чатому валу, для нечетных передач трактора. 
Суммарные зазоры на участках приведенных 

систем определяются путем сложения при-
веденных к коленчатому валу зазоров всех 
примыкающих участков исходной системы. 

 
Таблица 2 – Средние возможные зазоры на отдельных участках системы (рад) 

№ 
передачи 

Участки 

12–13 13–14 14–15 15–16 16–17 17–18 

1 0,003 0,003 0,007 0,027 0,076 0,169 

3 0,003 0,003 0,005 0.020 0,056 0,126 

5 --- --- 0,004 0,019 0,253 --- 

7 --- --- 0,003 0,014 0,192 --- 

       
Анализ численных значений угловых за-

зоров на отдельных участках валопровода и 
результатов торсиографирования показал 
следующее: 

а) угол закрутки всей силовой передачи 
составляет 30–50º (без учетов зазоров); 

б) наибольшие резонансные амплитуды 
крутильных колебаний на носке коленчатого 
вала двигателя составляют 1,5–2,0º; 

в) амплитуда «жестких» колебаний ни-
чтожно мала; 

г) наибольшие зазоры в валопроводе 
возникают в зубчатых зацеплениях; 

д) абсолютные угловые зазоры, приве-
денные к коленчатому валу, лежат в преде-
лах 0,02–0,253 радиан (1,5±15º) и, следова-
тельно, могут превосходить наибольшие 
амплитуды резонансных колебаний. 

 
Выполненные расчетные исследования 

позволяют сделать следующие выводы: 
1) форма свободных колебаний при на-

личии зазоров будет заметно отличаться от 
формы колебаний беззазорной системы; 

2) зазоры уменьшают собственные час-
тоты системы. Наиболее заметно влияют 
зазоры на частоту системы, когда они нахо-
дятся на узловых участках; 

3) при наличии зазоров в системе появ-
ляются дополнительные колебания с часто-
тами, отличными от собственных частот всей 
системы; 

4) при наличии зазоров значительно ви-
доизменяются формы свободных колебаний 
и, следовательно, упругие моменты на от-
дельных участках вала; 

5) постоянный (запирающий) момент из-
меняет собственные частоты системы с зазо-
рами путем полного или частичного запира-
ния зазоров; 

6) основные массы системы (часто наи-
большие по величине), определяющие в ос-
новном низкую собственную частоту и соот-
ветствующую форму колебаний, оказываются 
более устойчивыми при увеличении зазоров, 
чем остальные массы системы. 
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