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В статье обоснована упрощенная математическая модель управляемого процесса те-

плоснабжением здания. На основе предложенной модели и принципа максимума Л.С. Понтря-
гина получен оптимальный закон управления прерывистым режимом отопления. На основа-
нии численных экспериментов обоснованы рекомендации по условиям эффективного исполь-
зования режима прерывистого отопления. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Одним из основных направлений реше-

ния проблемы энергосбережения в системах 
теплоснабжения зданий наряду с утеплением 
и установкой теплосчетчиков является авто-
матизация систем управления теплоснабже-
нием. Анализ источников информации в об-
ласти энергосбережения при теплообеспече-
нии производственных зданий позволяет 
прийти к заключению, что наиболее эффек-
тивным путем экономии тепловой энергии 
при сохранении необходимого уровня ком-
фортности является режим прерывистого 
отопления (РПО), состоящий в снижении теп-
ловой мощности (вплоть до полного отключе-
ния) на период нерабочего времени. В рабо-
тах [1-4] рассмотрены некоторые подходы к 
реализации РПО, а также оценке его энерго-
эффективности, основанные на математиче-
ском моделировании процессов теплоснаб-
жения зданий. Несмотря на высокий научный 
уровень этих исследований им, как и любым 
другим научным исследованиям, присущ ряд 
допущений и недостатков. Так в основопола-
гающей работе [1] при рассмотрении процес-
са разогрева здания или натопа не учитыва-
ются динамические характеристики огражде-
ний и внутренних аккумулирующих элементов 
(перегородок, мебели, оборудования и пр.). В 
то же время, нетрудно убедиться в том, что 
постоянная времени процесса нагревания 
внутреннего воздуха пренебрежимо мала по 
сравнению с постоянными времени тепловых 
процессов ограждений и внутренних аккуму-
ляторов теплоты. Кроме того, температура 
внутренней поверхности внешнего огражде-
ния принимается постоянной в процессе на-
топа, что очевидным образом не соответст-
вует физике тепловых процессов зданий, 

сформулированной авторами ранее. Этот 
недостаток также отмечается авторами [2], 
которые попытались сформулировать алго-
ритм прерывистого отопления на основании 
решения задачи оптимального управления по 
критерию экономии тепловой энергии на за-
данном временном интервале. Следует от-
метить ряд неточностей в [2] при постановке 
и решении задачи оптимального управления. 
Так, предлагаемый авторами алгоритм 
управления состоит из двух интервалов, на 
которых реализуются некоторые постоянные 
значения мощностей системы отопления. В 
то же время, применение принципа максиму-
ма Л.С. Понтрягина дает иной результат – 
закон управления состоит из 3-х интервалов. 
Это интервалы нулевой мощности, мощности, 
поддерживающей минимально допустимую 
температуру воздуха и максимальной мощ-
ности, реализующей скорейший переход от 
минимальной температуры воздуха к ее ком-
фортному значению. На интуитивном уровне 
режим прерывистого управления, соответст-
вующий основным положениям теории опти-
мального управления, описан в работе [3]. Из 
всех работ в этом направлении можно выде-
лить исследование [4], в котором, на наш 
взгляд, наиболее удачно отражены основные 
ключевые моменты постановки задачи опти-
мального управления РПО. Так в [4] в качест-
ве математической модели процесса рас-
сматривается конечномерная модель тепло-
проводности через многослойное огражде-
ние, а также сосредоточенные динамические 
модели внутреннего воздуха и перегородок 
здания. Несколько неточным представляется 
выбор минимизируемого функционала, вклю-
чающего квадратичную штрафную функцию 
на правом конце от температуры внутреннего 
воздуха. Дело в том, что требуемая темпера-
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тура воздуха может быть достигнута и тогда, 
когда все остальные температуры, опреде-
ляющие полный вектор состояния системы, 
будут иметь значения отличные от номи-
нальных, что приведет к изменению темпера-
туры воздуха в помещении при выходе из 
РПО. Кроме того применение прямых мето-
дов оптимизации вряд ли следует признать 
оправданным, поскольку приводит к нахож-
дению локального экстремума. Это привело к 
ошибочному результату, поскольку принцип 
максимума для данной постановки задачи 
дает очевидное решение на границах облас-
ти допустимых управлений. 

Целью настоящей работы является со-
вершенствование постановки задачи опти-
мального управления РПО на основе упро-
щенной математической модели тепловых 
процессов здания и, на основе ее решения, 
получение многопараметрической зависимо-
сти эффективности РПО от конструктивных 
параметров здания и внешних условий. 

 
КВАЗИСТАТИЧЕСКИЙ ПОДХОД 
 
Приближенную оценку экономичности 

процесса теплоснабжения при прерывистом 
режиме отопления можно получить на основе 
квазистатического подхода, основанного на 
представлении ограждения здания в виде 
теплового сопротивления без учета аккуму-
лирования теплоты. Очевидно, что такая мо-
дель процесса теплоснабжения является 
достаточно приближенной и в какой-то степе-
ни соответствует реальности для относи-
тельно облегченных зданий с большой пло-
щадью остекления. 

Пусть П  [час] – интервал времени по-
ниженной мощности отопления, которому со-
ответствует температура воздуха помещения 

minT  [С]. Тогда режиму комфортной темпера-
туры maxT  [С] будет соответствовать времен-
ной период Пk   24 . Удельные тепловые 
потоки, соответствующие режимам понижен-
ной температуры и комфортной minq  и maxq , 
представим в виде 
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где   – тепловая проводимость единицы по-
верхности ограждения, осT  – температура ок-
ружающей среды. 

Удельный суточный расход теплоты Q  
можно вычислить по следующей формуле: 

 

  kQ ,  (1) 
 
где осTT  min , осTT  max  – избыточные 
температуры. 

В случае комфортного режима отопле-
ния в течение суток расход теплоты составит 

 
24Q .  (2) 

 
Оценим эффективность прерывистого 

отопления с точки зрения экономии тепловой 
энергии величиной  , представляющей от-
ношение абсолютной суточной экономии к 
суточному расходу теплоты в номинальном 
режиме отопления 

Q
QQ 


.  (3) 

 
Подставляя (1) и (2) в (3), получим окон-

чательно 
 

   1 ,  (4) 
 
где 24П   – доля времени сниженного 

уровня отопления,    – отношение ми-
нимальной избыточной температуры к ком-
фортной. Если предположить, что минималь-
но допустимая температура помещения 

CT 10min  , а комфортная CT 20max  , то для 
диапазона изменения температуры окру-
жающей среды   C10;20  величина   мо-
жет принимать значения от 0 до 0,75. Рисунок 
1 иллюстрирует взаимосвязь между парамет-
рами  ,   и эффективностью   РПО в со-
ответствии с (4).  

 
 

Рисунок 1 – Эффективность РПО  
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в зависимости от параметров 
Как видно из рисунка 1 в заштрихованной 

области, соответствующей реально возмож-
ным значениям температурных перепадов и 
длительностей отопления с пониженной 
мощностью выигрыш в экономичности тепло-
потребления при прерывистом отоплении 
может составить от 6,25 до 50% по сравне-
нию с режимом непрерывного теплоснабже-
ния. 

 
ДИНАМИЧЕСКИЙ ПОДХОД 
 
Как было отмечено ранее, полученные 

на основании квазистатической модели ре-
зультаты не учитывают длительности реаль-
ных переходных процессов в системе тепло-
снабжения и являются предельно возможны-
ми оценками эффективности РПО. 

Для оценки влияния аккумулирования 
теплоты ограждением здания на эффектив-
ность РПО рассмотрим упрощенную матема-
тическую модель здания, состоящую из 
внешнего ограждения и внутренних перего-
родок. Внешние ограждения и перегородки 
будем рассматривать как элементы с сосре-
доточенными параметрами, имеющими из-
вестные тепловые сопротивления и емкости. 
Электрический аналог тепловых процессов в 
здании может быть представлен в виде, изо-
браженном на рисунке 2. 

 

 
 

Рисунок 2 – Электрический аналог теп-
ловой модели здания 

 
На рисунке 2 R , и ПR  – тепловые сопро-

тивления ограждения и перегородок; 0R  – 
суммарное тепловое сопротивление, обу-
словленное остеклением и воздухообменом с 
окружающей средой; C , ПC  и вC  – теплоем-
кости ограждения, перегородок и внутреннего 
воздуха; T , ПT , вT  и осT  – температуры огра-
ждения, перегородок, воздуха и окружающей 
среды соответственно; Q  – тепловой поток 
из отопительной системы. 

Для узлов A , B , D  электрического ана-
лога (рисунок 2) составим уравнения 1-го за-
кона Кирхгофа: 
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где 2RR  . Обозначая ocii TT 


 , где 

осT  – среднее значение температуры окру-
жающей среды на интервале пониженной 
температуры внутреннего воздуха, преобра-
зуем систему (5) к следующему виду: 
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где RC , ППП RС , RCвв   – посто-
янные времени тепловых процессов ограж-
дения, перегородок и внутреннего воздуха; 

осос TT   – отклонение внешней темпера-
туры от ее среднего (на интервале с пони-
женной температурой помещения) значения; 

ПRR , 0RR . 
Нетрудно видеть, что постоянная време-

ни внутреннего воздуха в  на 2-3 порядка 
меньше постоянной времени  . Постоянная 
времени перегородок здания П  может коле-
баться в зависимости от конструкции здания 
в широких пределах, но для получения упро-
щенных оценок будем также предполагать 
малость П  по сравнению с  . Такие систе-
мы относятся к классу тихоновских [5]. Это 
позволяет правые части 2- и 3-го уравнений 
системы (6) приравнять нулю. Примем также, 
что температура окружающей среды на ин-
тервале переключения режимов отопления 
изменяется незначительно. Т.е. в системе 
уравнений (6) 0 . Принятые допущения 
позволяют привести систему (6) к виду 

 

(5) 

(6) 
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             (7) 

 

где 







1

21a , 



1

1b , FQq  , FRr  , 

 t  – безразмерное время, F  – площадь 
поверхности внешнего ограждения здания.  

Сформулируем теперь постановку зада-
чи оптимального управления прерывистым 
теплоснабжением. Управляемый процесс бу-
дем представлять в упрощенном виде как 
одномерный (7). Целью управления является 
изменение температуры в  на интервале 

времени  П,0  такое, что       0вПв . 
Ограничением на q  является ограничение на 
максимальное значение мощности отопи-
тельной системы:                      

max0 qq  .         (8) 

 
Кроме ограничения (8) на фазовую тра-

екторию также наложено ограничение на ми-
нимально допустимое значение температуры 
внутреннего воздуха 

 
                       tв ,                            (9) 

 
что обусловлено предотвращением явления 
конденсации паров воды в помещении. 

Критерием качества прерывистого про-
цесса отопления является расход теплоты на 
интервале переключений 

 dttqJ
П
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Для нахождения оптимального закона 

теплоснабжения  tq  воспользуемся принци-
пом максимума [6]. Гамильтониан задачи 
примет вид 

 
 bqraqH   , 

 
а сопряженное дифференциальное уравне-
ние запишется как 
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 .  (11) 

 
На основании принципа максимума оп-

тимальный закон управления без учета фа-
зового ограничения (9) примет вид 
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Заметим также, что решение сопряжен-

ного уравнения (11), определяющее закон 
управления (12), имеет вид 

    atet 0   
 
и представляет собой монотонно возрастаю-
щую функцию времени. Следовательно,  t  
может менять свой знак не более одного 
раза. 

Полученный закон управления имеет ме-
сто при выполнении условия (9) на фазовую 
траекторию. В случае достижения границы 
допустимой области для простейшей струк-
туры ограничения вида (9) [6] оптимальное 
управление находится исходя из требования 
движения по границе    tв . Такому дви-
жению соответствует постоянное значение 
тепловой мощности ݍ, получаемое приравни-
ванием правой части уравнения процесса (7) 
нулю. Таким образом, на границе допустимой 
области 
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Окончательно оптимальный закон 

управления примет вид 
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Проведенные выводы позволяют рас-

сматривать два типа оптимальных законов 
управления теплоснабжением, иллюстриро-
ванных на качественном уровне рисунками 3 
и 4. 

 
Рисунок 3 – График изменения температу-

ры воздуха при прерывистом отоплении 
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На рисунке 3 интервал переключений 
режимов отопления П  разбит на подынтер-
валы длительностей x ,  , н  – охлажде-
ния, обеспечения минимально допустимой 
температуры и натопа соответственно. При-
веденный график (сплошная линия) реализу-
ется в случае, если суммарная длительность 
процессов охлаждения и натопа не превыша-
ет длительности интервала переключений, 
т.е.: 

Пнx   .  (13) 
 
Выполнение этого условия зависит от 

интенсивности охлаждения, определяемой 
температурой окружающей среды и интен-
сивности натопа, определяемой максималь-
ной мощностью системы отопления. 

В случае невыполнения условия (13), что 
может иметь место при высоких отрицатель-
ных значениях осT , переключение с режима 
охлаждения на режим натопа может быть 
осуществлено до достижения температуры 
 . Температурный график такого процесса 
показан пунктирной линией на рисунке 3. 

Таким образом, графики изменения теп-
ловой мощности в режиме прерывистого ото-
пления при оптимальном управлении будут 
иметь структуру, показанную на рисунке 4. 

 
 

Рисунок 4 – Оптимальные законы управле-
ния 

На рисунке 4 тепловые потоки q  и q  со-
ответствуют своим установившимся макси-
мальному и минимальному значениям, опре-
деленным температурами minT , maxT  и осT . Те-

пловой поток *q , определяющий длитель-
ность периода натопа н , выбирается из ус-
ловия 

qqq  *
max . 

Рассмотрим случай, когда соотношение 
(13) выполняется. Для нахождения интерва-
лов x  и н  проинтегрируем дифференци-
альное уравнение системы (7) при условии 

постоянства тепловых потоков на различных 
подынтервалах интервала переключений П . 
Интегрирование дифференциального урав-
нения (7) с учетом уравнения выхода дает 
следующие результаты. Для участка охлаж-
дения: 

     ae 0 .  (14) 
 
Для участка натопа: 

 

         *
2

22 1 brq
a
baee aa 

   .(15) 

 
Обратим внимание на то, что устано-

вившаяся температура воздуха уст  и соот-
ветствующий установившийся тепловой поток 
устq , как следует из (7), связаны соотноше-

нием 

устуст brq
a
ba 

 .  (16) 

 
Таким образом, вместо теплового потока 

*q  в соотношении (15) можно использовать 

величину * , представляющую собой темпе-
ратуру перегрева воздуха для стационарного 
режима, соответствующего повышенной теп-
ловой мощности при натопе. Тогда соотно-
шение (15) с учетом (16) можно записать в 
виде 

        22 1*
2

    aa ee . (17) 
 
Аналогичным образом, вместо тепловых 

потоков q  и q  на стационарных участках бу-
дем использовать соответствующие значения 
избыточных температур   и   пропорцио-
нальные тепловым потокам в соответствии с 
соотношением (16). 

Из (14) и (15) продолжительности охлаж-
дения и натопа принимают следующий вид: 

 

                  ln1
ax  ,                        (18) 

 








1

ln1
aн ,                (19) 

где безразмерные параметры   , 

 *  представляют собой отношения со-
ответствующих тепловых мощностей в уста-
новившемся режиме. 

В случае выполнения соотношения (9) из 
условия временного баланса 
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Пнx     (20) 
 
можно определить длительность участка ми-
нимального теплоподвода  . Абсолютный 
выигрыш в экономичности  теплоснабжения 

ПQ  на интервале переключения можно по-
лучить как разницу площадей на рисунке 4 
под ломаной ACD  и прямой EF , соответст-
вующих режимам прерывистого отопления и 
номинальному, 
 

 НППQ  * , 
 
а относительный выигрыш составит 

 

 Н
ПП

П
П

Q





 
11 , 

 
или, с учетом условия баланса времени (20) и 
соотношений для x  и н  (18), (19) 
 

    





















1

ln1ln11
П

П a
.(21) 

 
Относительную эффективность за суточ-

ный цикл c  можно вычислить на основании 
очевидного соотношения 

 
 Пc .  (22) 

 
Таким образом, на основании соотноше-

ний (21) и (22), получим окончательно: 
 

    





















1

ln1ln11
c

c a
.(23) 

Нетрудно видеть, что первое слагаемое 
в (23) в точности соответствует соотношению 
(4), полученному для квазистатической моде-
ли процесса прерывистого отопления. Сле-
довательно, второе слагаемое в (23) пред-
ставляет собой поправку на динамические 
свойства процессов, связанных с переключе-
ниями режимов отопления, и обращается в 
нуль при c , т.е. при постоянной времени 

0 , что соответствует квазистатической, 
безынерционной модели процессов охлажде-
ния и нагревания здания. 

Рассмотрим случай, когда суммарная 
длительность интервалов охлаждения и на-
топа, соответствующая заданной минималь-
ной избыточной температуре  , превышает 
длительность П  заданного интервала пере-

ключений. Этому случаю соответствует пунк-
тирный график на рисунке 3. Для определе-
ния температуры A  в точке A  переключе-
ния с режима охлаждения на режим натопа 
воспользуемся условием временного баланса 
(20), принимающего в нашем случае вид 

Пнх   .  (24) 
 
Тогда уравнение для определения A , 

полученное в результате подстановки (18) и 
(19) в (24), примет вид 

 

c
A

A aa





 




1

ln1ln1 , (25) 

где  AA  . 
Решение (25) относительно A  дает 

следующий результат: 

  caA e 


11 
 ,  (26) 

 
следовательно, длительность интервала на-
топа н  можно вычислить по формуле 









1

ln1 A
н a

.  (27) 

 
Абсолютный выигрыш в экономичности 

теплоснабжения в соответствии с рисунком 4 
может быть получен как разность площадей 
под отрезками прямых EF  и CD  

нППQ  * ,  (28) 
 
а относительный выигрыш в виде 
 

П

П
П

Q



  .   (29) 

 
На основании соотношений (22), (27), 

(28), (29) относительная эффективность СПО 
за сутки может быть вычислена как 

 

 
  ca

c
c e 





11
ln1


 . (30) 

 
Численный анализ эффективности РПО 
 
Полученные соотношения (23) и (30) для 

оценки эффективности РПО позволяют полу-
чить величины относительной экономии рас-
ходов теплоты c  как функции параметров 
 ,  ,  , c ,  . 
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Предварительно согласно (26) вычисля-
ется отношение избыточных температур A . 
Если  A , то в этом случае c  вычисляет-
ся в виде (23). В противном случае по фор-
муле (30). 

Результаты численных экспериментов 
при 1a  представлены в таблице, в которой 
тепловая эффективность РПО выражена в 
процентах. 

Таблица 1 - Результаты численных экспериментов тепловой эффективности РПО 
 

  
[час] П  

  
1,25 1,5 2 3 
        

0,2 0,6 0,8 0,2 0,6 0,8 0,2 0,6 0,8 0,2 0,6 0,8 

24 
0,4 1,7 1,7 1,7 2,8 2,8 2,8 4,0 4,0 4,0 5,1 5,1 5,1 
0,5 2,7 2,7 2,7 4,4 4,4 4,4 6,2 6,2 6,0 7,8 7,8 6,9 
0,6 4,0 4,0 4,0 6,3 6,3 6,3 8,9 8,9 8,0 11,1 11,1 8,9 

12 
0,4 3,7 3,7 3,7 5,7 5,7 5,1 7,8 7,8 6,0 9,6 9,4 6,4 
0,5 6,0 6,9 5,7 9,0 9,0 7,1 12,0 11,8 8,0 14,5 13,4 8,4 
0,6 8,8 8,8 7,7 13,0 12,9 9,1 17,0 15,8 10,0 20,2 17,4 10,4 

8 
0,4 5,9 5,9 5,9 8,6 8,6 6,1 11,3 10,5 6,7 13,5 11,6 7,0 
0,5 9,5 9,5 7,1 13,5 12,6 8,1 17,2 14,5 8,7 20,0 15,6 9,0 
0,6 14,1 13,5 9,1 19,4 16,6 10,1 24,0 18,5 10,7 27,4 19,6 11,0 

6 
0,4 8,2 8,1 5,9 11,5 10,4 6,6 14,5 11,9 7,0 16,8 12,7 7,2 
0,5 13,2 12,1 7,9 17,8 14,4 8,6 21,7 15,9 9,0 24,5 16,7 9,2 
0,6 19,4 16,1 9,9 25,1 18,4 10,6 29,6 19,9 11,0 32,5 20,7 11,2 

 
На основании полученных численных ре-

зультатов можно сделать следующие выво-
ды: 

1. Эффективность РПО возрастает с 
уменьшением постоянной времени   здания. 

2. Увеличение избыточной тепловой 
мощности   на интервале натопа способст-
вует увеличению тепловой эффективности 
РПО. 

3. Эффективность РПО возрастает при 
снижении  , что соответствует росту темпе-
ратуры окружающей среды. 
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