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Доказано, что для любой последовательности кодовых множеств, у которых длина минимального 
слова стремится к нулю, существует слабоуниверсальное пословное кодирование для множества всех 
стационарных дискретных сообщений. 
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Основные определения. Постановка 
задачи 

Настоящая работа посвящена кодирова-
нию информации, порожденной источником, в 
её классической форме, предложенной 
К.Шенноном [1]. Для постановки задачи и 
формулировки основных утверждений приве-
дем основные определения и обозначения. 

Пусть буквы конечного алфавита 
 1 2, ,..., kA a a a , 2 k  , порождаются 

источником θ. Мера, заданная на последова-
тельности букв, порождаемой источником, 
определяет тип источника. Если вероятности 

  , 1,jP a j k   порождения букв , 1,ja j k  

независимы и равны , 1,j j k  , 

1 2 1k     , то источник называют бер-

нуллиевским. Если же вероятность  i jP a a  
появления очередной буквы ia  зависит от 

предыдущей буквы ja , то положим 

 i j jiP a a   , 
1

1
k

ji
i
  , 1,j k , и в этом слу-

чае источник называют марковским. Если ве-
роятность появления очередной буквы зави-
сит от s  предшествующих букв, т.е. 

 j jP a    , где sv A , то источник θ назы-
вают марковским с памятью s . Следует от-
метить, что для любого слова sv A , 0 s  , 

выполняется равенство 
1

1
k

j
j




  . Множество 

всех марковских источников с памятью s  
обозначим s . Дискретный стационарный 
источник θ задаётся всеми условными рас-
пределениями вероятностей  j jP a     по-

рождения источником букв ja , 1,j k , при 
заданных  предшествующих букв, sv A , s - 
любое целое неотрицательное число. Здесь, 

как и выше, при любом заданном v , sv A  
выполняется равенство: 

1
1; 0,1,2,

k

j
j

s


   
 

Множество всех стационарных источни-
ков обозначим  .  

Пусть u  – произвольное слово в алфа-
вите A . Обозначим через  P u  вероятность 
слова u , порожденного источником θ. Энтро-
пию источника θ обозначим ( )H  . Как извест-
но [2-4], если θ – стационарный источник, то  

1( ) lim ( ) log ( ).
nn

u A

H P u P u
n  



         (1) 

Здесь и в дальнейшем 2log logx x , 

00log0  . 
Для бернуллиевского источника θ его эн-

тропия 0 ( )H   определяется равенством 

0
1

( ) log
k

i i
i

H


     .           (2) 

Если θ – марковский источник с памятью 
s , то его энтропия ( )sH   находится по фор-
муле  

0
1

( ) log
s

k

s i i
iA

H   


       ,     (3) 

где 0  – начальные стационарные ве-

роятности слов  , sAv . При 0s   из (3) 
получаем соотношение (2). Если   – произ-
вольный стационарный дискретный источник 
и ( )H   его энтропия, то справедливо равен-
ство [2–4] 

( ) lim ( )ss
H H


   .    (4) 

Рассмотрим Т  - конечное полное множество 
слов во входном алфавите. Множество Т  – 
полное, если оно префиксное и при любом 
непустом слове u  (в алфавите A ) множест-
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во слов uT   уже не префиксное. Такое 
множество Т  назовем кодовым. Примером 
кодового множества может служить множест-
во всех слов длины n взятых в алфавите A , 
т.е. 

nA ; множество 
1\ , ,n

k

n

A a a


, не является 

кодовым, потому что оно не полное. 
Пусть θ – произвольный источник из s , 

Т  – произвольное кодовое множество. Обо-
значим через ( )T  марковскую цепь, состоя-
ниями которой являются слова из Т , а пере-
ходные вероятности ( ) ( )TP u  , ,u T , ин-
дуцируются источником θ. Будем рассматри-
вать только марковские источники с памятью 
s , переходные вероятности которых строго 
положительны. Тогда для любых Tu ,  вы-

полняются неравенства ( ) ( ) 0TP u   , по-
этому для марковской цепи ( )T  существует 

стационарное распределение 
( )

0 ( ) 0
T

P u


 , 

u T . Средняя длина слова ( , )sd T   для 
множества Т , как доказано в [5], равна  

( )

0( , ) ( )
Ts

u T
d T P u u




  
,           (5) 

где 
u

 - число букв в слове и (длина слова и). 
В этой же работе доказаны тождества 

Вальда, которые имеют вид 

( )

0
0ˆ( ) ( ) ( ( , ) 1)

T s
u T

P u r u d T s
  



      ,   (6) 

( )

0
0( ) ( ) ( ( , ) )

T i s i
u T

P u r u d T s
   



       ,  (7) 
где ( )r u , ( )ir u

 - число вхождений блоков 

ivav, , sv A , в слово u , соответственно, 

 ˆ max ,1s s . 
Полубесконечная последовательность 

букв, порождаемая источником θ, однозначно 
разбивается на последовательность слов из 
фиксированного кодового множества Т . По-
лученная последовательность слов из Т  с 
помощью отображения φ переводится в сло-
ва выходного алфавита В, который, не умень-
шая общности, можно считать двоичным. Из 
неравенства Мак-Милана-Крафта [2–4] сле-
дует, что самое общее из всех возможных 
дешифрируемых кодирований φ такое, что 
множество слов в выходном алфавите 

 ( ) ( ),T u u T     является префиксным.  

Если длины всех слов некоторого мно-
жества D равны между собой, то говорят, что 
D состоит из блоков; в противном случае из 
слов переменной длины. В зависимости от 
видов множества Т  и ( )T  логически воз-
можны следующие виды кодирований: 

1) кодирование, отображающее блоки в 
слова переменной длины (обозначается BV ); 

2) кодирование, отображающее слова 
переменной длины в блоки (VB ); 

3) кодирование, отображающее слова 
переменной длины в слова переменной дли-
ны ( )VV ; 

4) кодирование, отображающее блоки в 
слова переменной длины ( BB). 

Итак, всякое кодирование   однозначно 

определяется тройкой  , , ( )T T  . Среднее 
число букв выходного алфавита при кодиро-
вании типа σ, , ,BV VB VV  , приходящихся 
на одну букву входного, назовем стоимостью 
кодирования и обозначим через ( , , )С T   . В 
[5] доказано, что стоимость кодирования типа 
σ, , ,BV VB VV  , для произвольного кодово-

го множества Т  и любого источника θ, s , 
0 s  , определяется равенством: 

( )

01( , , ) ( ) ( )
ˆ( , ) 1 T

u Ts

C T P u u
d T s 



    
    .  (8) 

Эффективность кодирования φ, как 
обычно [1–4], будем оценивать разностью 
между стоимостью кодирования ( , , )C T    и 
энтропией источника ( )H  . Эта разность в 
дальнейшем называется избыточностью ко-
дирования и обозначается ( , , )r T   , т.е. 

( , , )r T   = ( , , )C T   - ( )H  .            (9) 
Избыточностью универсального кодиро-

вания типа σ для множества источников Ω с 
заданной сложностью N , назовем величину 

( , )R N  : 

( , ) inf ( , , )R N r T 
    .  (10) 

Здесь нижняя грань берется по всем ко-
дированиям φ, для которых кодовое множе-
ство Т  имеет не более чем Nk слов. По-
строение хорошего кодирования при задан-
ной сложности – основной вопрос при изуче-
нии передачи сообщений по каналу без шума. 
Решение поставленной задачи позволяет от-
ветить на вопрос: «какой избыточности можно 
достигнуть при заданной сложности кодиро-
вания?»  
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Если множество источников Ω состоит из 
единственного источника, то мы имеем дело 
с кодированием информации, порожденной 
известным источником, которое подробно 
изучено для различных типов кодирования, 
например, в работах [1–4, 6–13]. Универсаль-
ное кодирование марковских источников раз-
личных типов также хорошо изучено. Под-
робную библиографию по этому вопросу 
можно найти в [14 – 18]. Особо отметим ра-
боту В.Ф.Бабкина, Ю.М. Штарькова [15], в ко-
торой изучалось BV  кодирование для ста-
ционарных источников. В частности, в этой 
работе было доказано, что существует по-
следовательность BV  кодирований N  та-
кая, что для любого стационарного источника 

  избыточность кодирования ( , , )N
BV Nr A    

стремится к нулю. В тоже время легко пока-
зать, что это стремление к нулю не является 
равномерным по θ, более того при N  
избыточность универсального кодирования 
множества всех стационарных источников 

),( NRBV  стремится к бесконечности. Во-
прос о равномерной сходимости 

( , , )N
BV Nr A    в [15] не исследовался. Коди-

рование, построенное в [15], получило назва-
ние слабоуниверсальное кодирование. При 
построении слабоуниверсального BV коди-
рования основная сложность состоит в опре-
делении отображения N , так как область 
определения при таком кодировании опреде-
лена – это множество всех слов длины N  в 
алфавите А.  

При построении кодирования типа VB  
основная трудность состоит в конструирова-
нии области определения кодирования N , 
т.е. в определении кодового множества NТ . 

В [16] предложен метод универсального 
равномерного по выходу кодирования для 
множества марковских источников связанно-
сти s , получена верхняя оценка избыточно-
сти, которая примерно в два раза лучше 
оценки автора [17]. Доказано существование 
слабоуниверсального кодирования типа 
BV для множества всех стационарных ис-
точников. Сформулированы необходимые и 
достаточные условия, которым должно удов-
летворять множество источников  , для то-
го, чтобы на множестве   существовало уни-
версальное кодирование. 

В настоящей работе установлено, что 
для любой последовательности кодовых мно-

жеств   , 1,2,NТ N  , у которых min
Nu T

u
  стре-

мится к бесконечности, существует слабо-
универсальное пословное кодирование для 
множества стационарных источников. Полу-
чены необходимые и достаточные условия 
существования  универсального кодирования 
для подмножества множества стационарных 
источников. 

Неравномерное по выходу по входу и 
выходу универсальное кодирование мар-
ковских источников 

В этом параграфе будет предложен ме-
тод VV кодирования марковских источников с 
памятью s , получена оценка избыточности 
предложенного метода и доказана его уни-
версальность. При доказательстве основного 
утверждения параграфа нам потребуются 
следующие понятия и обозначения. Марков-
ский источник θ связанности s  задается на-
чальным распределением вероятностей 0v  
появления блока v  за первые s  шагов рабо-
ты источника и вероятностями vi  появления 

буквы iа , после блока v , iа А , sAv . От-
сюда следует, что вероятность ( )Р u  порож-

дения слова u , u s , начинающегося бло-

ком v , sAv , источником   определяется 
равенством 

 
0

1

( ) i

s

k
r u
i

iA

P u 

  


  .       (11) 

На множестве источников s  определим 

КТ распределение     [14], которое задает-
ся формулой  

2
1

12( )
П П

s vi

k

k k

iv A

kr

k


  
       

   
 

         (12) 

Проинтегрировав вероятность слова u , 
порожденного источником  , по множеству 

источников s , если на s  задана плот-
ность ( )  , получим [14]: 

 

 

1

2

1П
2 2( ) П

2

ks k

vjj

S k v A

v

s

k r u
Р u

kr uk





              
          

.  (13) 
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Здесь  z  - гамма функции от z . Ис-

пользуя для функции  z  формулу Стир-
линга в виде  

 

 

1 1logГ log 2 log
2 2

log log ,

z z z

z e c z e

           
   

 
    (14) 

где постоянная  c z  удовлетворяет не-

равенствам     eezce log
2
1log1log

2
1

 , из 
(13) получаем:  

 

log ( ) ( ) ( )

1 ˆlog .
2

s

s

s
v A

v A

Р u r u F u

k r u c

 





  






   (15) 

Здесь  uFs  - квазиэнтропия u , опреде-
ляемая равенством 

   
 

 
 ur
ur

ur
ur

su
uruF i

k

i

i

Av
s

s 





 log)(

1






.  
(17) 

Сформулируем и докажем основное ут-
верждение параграфа. 

Теорема 1.  Для любого фиксированного 
s ,  s0 , для любой последовательности 

кодовых множеств в  NT 

, 1,2,N    такой, 

что 
min

Nu T
u

  стремится к бесконечности с рос-
том N, существует последовательность уни-

версальных кодирований   , 1, 2,N N   , 
для которых избыточность кодирования 

 , ,VB N Nr Т    при любом  , s  удовле-
творяет неравенству  

  

     
 

1 log ,
, ,

2 ,

s
N

VV N N
N

k k d Т c
r Т

d Т
  

   
 , 

где постоянная c  не зависит ни от  , ни 

от NТ . 
Доказательство. Пусть s  произ-

вольный марковский источник с памятью s, 

0 s   , и  NT  - последовательность кодо-
вых множеств, удовлетворяющая условию 
теоремы. Рассмотрим кодирование N , ко-
торое каждому слову Nu T  ставит в соот-

ветствие слово  N u  длины 

  log ( ) ,N s Nu P u u T       
где ( )sP u  определяется равенством (13). 
Для слов с длинами кодовых слов 
  ,N Nu u T  , определенных равенствами 

(16), выполняется неравенство Крафта [2-4] 
и, следовательно, дешифруемое кодирова-
ние с такими длинами кодовых слов сущест-
вует. Оценим избыточность предложенного 
кодирования. Из определения избыточности 
(9) и из (18) имеем: 

 
 

 

0
( )( ) log ( )

, , .
,

N

T s
u T

VV N N
s N

P u P H
r T

d T




     
  





 
(19) 

Учитывая, что   1x x  , из (19) получа-
ем: 

   

   

0
( ) ( ) log ( )

, ,
,

1 .
,

N
N

T s
u T

VV N N
s N

s N

P u P u
r T

d T

H
d T




 
   



  




    (20) 

Учитывая (15), последнее неравенство 
можно переписать в виде: 

 
   

 

 
 

 

 

0

0

( ) ( )
, ,

,
1 ˆ( ) log ( )

2
,

1 .
,

N
N

N
N

s

s

v sТ
u Тv A

VV N N
N

Т
u Тv A

N

s N

Р и r u F u
r Т

d Т
k Р и r u c

Н
d Т

d Т







 
   



  
    






 

 

 (21) 

Из определения квазиэнтропии  sF u  
(17) неравенства Иенсена для функции 

logx x  и тождеств Вальда (6), (7) и опреде-
ления величины  ,Nd Т  , см. (5), получаем: 

   

   
0 ( ) ( )

0
,

N
s

N

v sТ
u Тv A

N

Р и r u F u
Н

d Т




 
  




.  (22) 

Из неравенств Иенсена для функции 
log x , тождеств Вальда (6), (7) и равенства 
(5) заключаем, что  

 

    0 log( ) log , .
N

N

s NТ
u Т

Р и s d Т s


       (23) 
 
Так как, по определению ( )r u u s   , то 

с учетом (23) имеем: 
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       

  

0 0ˆlog log

log , .

N N
N N

Т Т
u Т u Т

s N

Р r u Р u s

d Т s

 
 

  

  

 
  (24) 

Из (21) с учетом соотношений (22), (23), 
(24) окончательно вытекает 

   
 

 
 

log ,( 1), ,
2 ,

log ,
,

,

s
N

VV N N
N

N

N

d Тk kr Т
d Т

d Т c
d Т


    



 


  
где c  не зависит от  . Теорема доказа-

на.  
Из доказанной теоремы следует, что для 

множества s  марковских источников свя-
занности s , 0 s  , существует универ-
сальное неравномерное по выходу и по входу 
кодирование. В самом деле, пусть  

   min ,
s

s N s Nd Т d Т


  . 
Тогда справедливо следующее утвер-

ждение. 
Следствие. Для избыточности 
 ,VV sR N   универсального равномерного по 

выходу кодирования с заданной сложностью 
N  справедлива оценка 

   
   

log( 1),
2

s
s N

VV s
s N s N

d Тk k cR N
d Т d Т


    ,  (25) 

здесь c  - не зависит от  , т.е. существу-
ет универсальное равномерное по выходу 

кодирование для множества источников s . 
Доказательство. Утверждение следст-

вия вытекает непосредственно из теоремы. 
Согласно определению величин  sVB NR ,  и 

 , ,N Nr Т    имеем: 

   , sup , ,
s

VV s VV N NR N r Т


   
.        (26) 

Учитывая, что при х , стремящемся к 

бесконечности, функция х
хlog

 является убы-
вающей, из неравенства (26) и теоремы 1 вы-
текает справедливость оценки (25). Правая 
часть (25) не зависит от   и с ростом N  
стремится к нулю, потому что   

  ( ) min
N

s N u Т
d Т u N u


  , 

а  u N  стремится к бесконечности с ростом 

N . Таким образом, доказано, что избыточ-
ность  ,VV sR N   универсально равномерно-
го по выходу кодирования стремится к нулю, 

т.е. для множества источников s  существу-

ет универсальное кодирование. Следствие 
доказано. 

Кодирование типа VV для стационарных 
источников 

В этом параграфе доказаны основные 
утверждения работы. Имеет место утвержде-
ние. 

Теорема 2. Для множества всех  стацио-
нарных источников   существует слабоуни-
версальное равномерное по выходу и входу 
кодирование. 

Доказательство. Каждый стационар-
ный источник  ,  , задается условными 

вероятностными распределениями  s ia  , 

ia A , sv A , где 0,1,2,s    появления бу-

квы ia  после блока  . Таким образом, каж-
дый стационарный источник   определяет 
последовательность марковских источников 

, 0,1,2,...s s  , при s , стремящемся к беско-

нечности, энтропия  sН   источника s , не 

возрастая, сходится к энтропии  Н   источ-

ника  , точнее, справедливы соотношения: 
       0 1 1... ...s sН H Н Н              (27) 

Для любого фиксированного s , 0 s  , 
определена стоимость кодирования 

 , ,VVC Т    (см.[8]). Покажем, что стоимость 

 , ,s s
VV NC Т    для кодирования типа VV , 

предложенного ранее, при N  и s , стремя-
щимися к бесконечности, существует и равна 
энтропии источника  Н  . Для этого нам 
нужно установить, что избыточность кодиро-

вания  , ,s s
VV N Nr Т    для стационарного ис-

точника ,    стремится к нулю с ростом 

N  и s . 
Согласно определению (18) имеем 

     , , , ,s s s s
VV N N VV N Nr T c T Н            (28) 

или 

      
   

, , , ,

.

s s s s
VV N N VV N N

s

r T c T Н

Н Н

       

   
    (29) 

В равенстве (29) первое слагаемое в 
правой части, согласно следствию из преды-
дущего параграфа, ограничено асимптотиче-
ски сверху величиной  

 
 

log( 1) .
2

N

N

ss
s

s
s

d Тk k
d Т


     (30) 
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Из соотношения (27) и (30) следует, что с 
ростом s второе слагаемое также стремится к 
нулю. Если выбрать 

    log loglog
N N

s s
s ss d Т u Т   , 

то первое и второе слагаемые правой 
части равенства (29) стремятся к нулю с рос-
том N. Тогда из (28) вытекает, что  

 lim , , 0s s
V V N NN

r Т
 

  
, 

т.е. 
   lim , ,s s

VV N NN
C Т H


   

. 
Теорема доказана. 

Из теоремы 2 следует, что существует 
кодирование, при котором для любого фикси-
рованного источника   из   его избыточ-
ность стремится к нулю. Однако это стремле-
ние не является равномерным по множеству 
источников  . Как доказано в теореме 1 и 
ее следствии, для множества марковских ис-
точников s  с памятью s стремление к нулю 
избыточности является равномерным по s . 
Нижеследующее утверждение дает ответ на 
вопрос о равномерной сходимости к нулю 
избыточности для произвольного множества 
источников  , т.е. о существовании 
универсального неравномерного по выходу и 
входу кодирования для подмножества источ-
ников  . 

Теорема 3. Для существования универ-
сального неравномерного по выходу и входу 
кодирования для множества источников   
необходимо и достаточно, чтобы при s, стре-

мящемся к бесконечности, энтропия  sH   
сходилась равномерно по  ,   к энтро-

пии  H  . 
Доказательство. Необходимость. 

Пусть  sH   сходится равномерно по   к 
 H   на множестве   при s  . Соглас-

но определению, для любой последователь-
ности кодовых множеств  , 1,2, ,s

NT N    
0 s    справедливо равенство 

        , , , ,s s
VV N N VV N s N sr Т r Т Н Н        

. 
Так как  , , 0s

VV N s Nr Т    , то из послед-
него равенства имеем 

      
      

, ,

, , .

s
s V V N N

s
V V N s N s

Н Н r Т

r Т Н Н

      

      
    (31) 

Согласно следствию, из (25) и (31) име-
ем: 

 

   

log ( )( 1), ,
2 ( )

.
( )

ss
s s N

VV N N s
s N

ss
N

d Тk kr Т
d Т

c Н Н
d Т


    

      
  (32) 

По условию теоремы существует 0s  такое, 
чтобы для всех s , при 0s s  выполня-
лось неравенство 

   0
2sН Н 

     .              (33) 

Величина  
 

 
0 0

0

0

0

( 1) log

2

s s
s N

s
s N

k k d Т c

d Т

 
 не 

зависит от  , и при N   стремится к ну-
лю, следовательно, существует 0N  такое, что 

при 0NN   эта величина меньше 2


. Таким 
образом, при сделанных предположениях 

избыточность  , ,  s
VV N Nr Т    стремится к 

нулю равномерно относительно множества 
источников  . 

Достаточность. Если  sН    Н   не 
стремится к нулю равномерно по множеству 
 , то из (29), точнее, из нижней оценки (31), 
следует, что для любой последовательности 

кодовых множеств s
NT  избыточность 

 , ,  s
VV N Nr Т    не стремится к нулю равно-

мерно по множеству  . Теорема доказана.  
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УДК 681.518 

АЛГОРИТМЫ ОБРАБОТКИ ДАННЫХ В ГЕОИНФОРМАЦИОННОЙ 
СИСТЕМЕ ДЛЯ УЧЕТА ЗЕМЕЛЬНЫХ УЧАСТКОВ  

С.В. Еремеев 

В статье рассмотрены вопросы, связанные с разработкой и реализацией алгоритмов построения и 
учета земельных участков. Показана возможность загрузки координат из внешнего файла, на основе ко-
торых осуществляется построение земельного участка на карте. На основании сформулированных пра-
вил в виде топологических отношений между слоями производится учет объектов, расположенных на 
земельном участке. Разработан программный модуль для внедрения в муниципальную ГИС 

Ключевые слова: геоинформационная система, земельные участки, кадастровый паспорт, тополо-
гические отношения  

Введение 
В последнее время в связи с динамиче-

ским развитием городской инфраструктуры у 
муниципальных служб и граждан возрастает 
потребность в получении актуальной карто-
графической информации с ее привязкой к 
местности. Все более очевидной и актуаль-
ной становится задача создания и широкого 

использования единой общегородской спра-
вочно-картографической информационной 
системы, которая могла бы удовлетворить 
большинство запросов разнообразных поль-
зователей. Для решения задач эффективного 
хранения, оперативного извлечения данных 
об объектах городской территории и выпол-
нения с ними аналитических операций наи-




