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ИЗУЧЕНИЕ ДИСКРЕТНЫХ СТРУКТУР В НЕКОТОРЫХ  
ЦИКЛИЧЕСКИХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

А.А. Акиньшин  

Построен граф, представляющий собой двойственную структуру к некоторым динамиче-
ским системам, определяющим модели генных сетей. Описана топология такого рода графов, 
выделены их ключевые свойства. Показана полезность таких построений при анализе динами-
ческих систем. 
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Введение 
Рассмотрим динамическую систему, 

описываемую следующей циклической сис-
темой дифференциальных уравнений: 

 ൞

ଵሶݔ ൌ ଵ݂ሺݔ௡ሻ െ ,ଵݔ
ଶሶݔ ൌ ଶ݂ሺݔଵሻ െ ,ଶݔ

ڮ
௡ሶݔ ൌ ௡݂ሺݔ௡ିଵሻ െ ,௡ݔ

 (1) 

где ௜݂ : Թା ՜ Թା – непрерывные диффе-
ренцируемые функции. 

Системы вида  (1) фигурируют в неко-
торых задачах биоинформатики при рассмот-
рении моделей генных сетей. Переменные ݔ௜ 
обозначают изменяющиеся во времени кон-
центрации веществ, причём скорость синтеза 
концентрации каждого следующего вещества 
-௜ зависит от концентрации предыдущего веݔ
щества ݔ௜ିଵ (за это отвечают обратные связи, 
представленные функциями ௜݂ሺݔ௜ିଵሻ), а ско-
рость деградации пропорциональна ݔ௜. Более 
подробно системы такого рода описываются 
в работах [1-3]. 

С точки зрения биологии в этой системе 
наибольший интерес представляют стацио-
нарные точки (состояние гомеостаза) и пе-
риодические траектории (биоритмы). Однако 
изучать непрерывную модель генной сети 
весьма сложно. На рисунке 1 представлен 
пример фазового портрета системы неболь-
шой размерности, в которой возникает не-
сколько циклов. Иногда для более подробно-
го изучения рассматриваемых объектов  бы-
вает полезно посмотреть двойственную дис-
кретную модель. В настоящей работе рас-
сматривается структура, которая при выпол-

нении ряда ограничений на исходную систему 
позволяет значительно сузить область поиска 
периодических траекторий исследуемой ди-
намической системы. 

 

 
 

Рисунок 1 − Три траектории системы (1) 
 

Стационарные точки 
Рассмотрим некоторую стационарную 

точку כݔ ൌ ሺݔଵ
,כ ଶݔ

,כ … , ௡ݔ
כ ሻ, ሶכݔ ൌ 0ത. Потребуем, 

чтобы для некоторой окрестности ܸሺכݔሻ этой 
точки выполнялось условия: 

௜ݔ    ് ௜ݔ 
כ  ֜ ሶ௜ݔ  ് ݅ ׊     ,0 א 1, ݊തതതതത,   ݔ א ܸሺכݔሻ (2) 

Кроме того, потребуем, чтобы на грани-
це ܸሺכݔሻ векторное поле, определяемое сис-
темой, было направлено внутрь, т.е. рас-
сматриваемая часть динамической системы 
является инвариантной – траектории только 
входят в неё и никогда не выходят. 
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В этой точке рассмотрим характеристи-
ческое уравнение системы: 

ተ

ተ

ተ
െ1 െ ߣ 0 0 ڮ 0

߲ ଵ݂

௡ݔ߲
߲ ଶ݂

ଵݔ߲
െ1 െ ߣ 0 ڮ 0 0

0
߲ ଷ݂

ଶݔ߲
െ1 െ ߣ ڮ 0 0

ڭ ڭ ڭ ڰ ڭ ڭ

0 0 0 ڮ
߲ ௡݂

௡ିଵݔ߲
െ1 െ ߣ

ተ

ተ

ተ

ൌ 0 

Раскроем определитель и получим: 

ሺെ1 െ ሻ௡ߣ ൌ ሺെ1ሻ௡ ߲݂1

݊ݔ߲

߲݂2

1ݔ߲
ڮ

߲݂݊

െ1݊ݔ߲
. 

Обозначим произведение производных с 
учётом знака символом Ψ, а среднее геомет-
рическое модуля этой величины символом Υ: 

ߖ ൌ ሺെ1ሻ௡ ߲݂1

݊ݔ߲

߲݂2

1ݔ߲
ڮ

߲݂݊

െ1݊ݔ߲
, ߓ ൌ ೙ߖ√  

Если Ψ ൐ 0, то будем называть точку 
чётной. Если Ψ ൏ 0, то будем называть точку 
нечётной. 

Если у стационарной точки найдутся 
собственные числа с положительной дейст-
вительной частью, то такая точка будет от-
талкивающей, в противном случае – притяги-
вающей. Путём несложных математических 
выкладок можно проанализировать собствен-
ные числа и выписать условия, при которых 
точка будет являться отталкивающей. Можно 
показать, что вид этого условия будет зави-
сеть от чётности точки и от чётности размер-
ности пространства n: 

 
Вид точки  Условие 

݊ ൌ ,ݎ2 Ψ ൐ 0  Υ ൐ 1 
݊ ൌ ,ݎ2 Ψ ൏ 0  Υcos ሺπ/nሻ ൐ 1 

݊ ൌ ݎ2 ൅ 1, Ψ ൐ 0  Υcos ሺπ/ሺn െ 1ሻሻ ൐ 1 
݊ ൌ ݎ2 ൅ 1, Ψ ൏ 0  Υ ൐ 1 
 
 
Граф кластеров 
Будем называть кластером ௣ܲభ௣మ…௣೙ (݌ – 

двоичный n-мерный вектор, ݌௜ א ሼ0,1ሽ) такое 
множество точек, для которого выполняется 
условие: 

൜
௜ݔ ൏ ௜ݔ

,כ если ݌௜ ൌ 0,
௜ݔ ൐ ௜ݔ

,כ если ݌௜ ൌ ݅ ׊    ,1 א 1, ݊തതതതത, ݔ א ܸሺכݔሻ 

Будем говорить, что кластеры граничат 
по i-ой грани, если соответствующие им би-
нарные векторы различаются только в одной 
компоненте. В силу непрерывности функций 

௜݂ и условия (2) можно заключить, что вектор-
ное поле, определяемое системой  (1) по 
всей поверхности одной такой грани будет 
направлено в одну и ту же сторону, из одного 
кластера в другой. 

Построим ориентированный граф, вер-
шины которого будут соответствовать кла-
стерам. Рёбра будут соединять граничащие 
кластеры, а их направление будет опреде-
ляться направлением векторного поля. Из 
условия (2) также можно сделать вывод, что 
внутри отдельно взятого кластера не может 
возникнуть периодической траектории (т.к. ݔ௜ 
не меняют свой знак). А значит, если в окре-
стности ܸሺכݔሻ возникает периодическая тра-
ектория, то путь её следования проходит че-
рез ряд кластеров, образующий цикл в только 
что построенном графе (т.к. направление рё-
бер в графе кластеров совпадает с направ-
лением векторного поля). Поэтому если мы 
опишем структуру рассматриваемого графа, 
то тем самым мы ограничим область исход-
ной системы, в которой могут возникать цик-
лы. 

Очевидно, что количество рёбер каждой 
вершины (исходящих и входящих) равно раз-
мерности пространства и равно длине соот-
ветствующего двоичного вектора (т.к. каждое 
ребро соответствует изменению одной из его 
компонент). Рассмотрим два граничащих по 
k-ой грани кластера: ܲ ൌ ௣ܲభ௣మ…௣೙ и ܳ ൌ
ܳ௤భ௤మ…௤೙, где 

௜݌ ൌ ,௜ݍ если ݅ ് ݇,
௞݌ ൌ 0,
௞ݍ ൌ 1.

 

Направление ребра между соответст-
вующими вершинами можно установить сле-
дующим образом. Из  (1) можно записать: 

௞ሶݔ ൌ ௞݂ሺݔ௞ିଵሻ െ  .௞ݔ
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Т.к. мы рассматриваем грань между 
двумя кластерами, то на её поверхности 
௞ݔ ൌ ௞ݔ

כ ൌ ௞݂ሺݔ௞ିଵ
כ ሻ. Значит 

௞ሶݔ ൌ ௞݂ሺݔ௞ିଵሻ െ ௞݂ሺݔ௞ିଵ
כ ሻ. 

Отсюда можно сделать вывод: направ-
ление ребра будет определяться возрастани-
ем или убыванием функции, а так же знаком 
разности между ݔ௞ିଵ и ݔ௞ିଵ

כ , т.е. бинарным 
индексом ݌௞ିଵ ൌ -௞ିଵ. Рассмотрим соответстݍ
вующие пары индексов ݌௞ିଵ݌௞ и ݍ௞ିଵݍ௞, вы-
пишем для них направление ребра между 
вершинами. 

Для убывающей функции ௞݂: 

00 ՜ 01
11 ՜ 10

 

Для возрастающей функции ௞݂: 

00 ՜ 01
11 ՜ 10

 

Потенциалы 
Будем называть исходящую степень 

вершины её потенциалом, подразумевая под 
этим количество потенциальных вершин-
кластеров, в которые мы можем перейти из 
текущей вершины. Если мы говорим о пере-
ходе из одного кластера в другой, то под из-
менением потенциала будет пониматься раз-
ность потенциала второго кластера и первого 
кластера. Назовём потенциальным уровнем 
все кластеры с одинаковым потенциалом.  

 
Топология графа кластеров 
Рассмотрим несколько теорем, опреде-

ляющих устройство графа кластеров. В силу 
большого объёма выкладок некоторые дока-
зательства опущены. 

Теорема 1. При переходе из одного кла-
стера в другой потенциал либо не меняется, 
либо уменьшается на 2. 

Доказательство. Переход от кластера к 
кластеру соответствует замене одной из ком-
понент двоичного вектора. Что касается на-
правления рёбер, то ситуация поменяется 
только в двух местах: в текущей компоненте и 
в следующей. В текущей изменение потен-
циала составит -1, т.к. одно исходящее ребро 
«исчезло», став входящим. Ситуация с изме-
нением потенциала в следующей компоненте 

не определена, т.е. она может быть как +1, 
так и -1. Таким образом, общее изменение 
составит либо 0, либо -2, что и требовалось 
доказать. 

Теорема 2. Внутри одной системы вида 
(3) потенциалы всех кластеров имеют одина-
ковую чётность. 

Доказательство. Очевидно, что рас-
сматриваемый граф является связным. В 
теореме 1 показано, что модуль разности по-
тенциалов любых двух смежных кластеров 
чётен. Учитывая связность графа можно по-
строить путь (по рёбрам любых направлений) 
из одной вершины в другую. При переходе по 
каждому очередному ребру потенциал не бу-
дет менять своей чётности, а значит, любые 
два кластера рассматриваемой системы 
имеют одну и ту же чётность, что и требова-
лось доказать. 

Теорема 3. Чётность потенциала класте-
ров системы совпадает с чётностью стацио-
нарной точки. 

Теорема 4. В пределах фиксированной 
размерности пространства n графы класте-
ров всех стационарных точек одной чётности 
изоморфны друг другу. 

Теорема 5. В нечётномерных простран-
ствах в пределах фиксированной размерно-
сти графы кластеров всех стационарных то-
чек разной чётности изоморфны друг другу с 
точностью до единовременного изменения 
направлений всех рёбер. 

Теорема 6. Количество вершин на уров-
не с потенциалом k равно 2С୬

୩. 
 
Применение графа кластеров 
Анализ графа кластеров неоднократно 

применялся при рассмотрении моделей ген-
ных сетей ([4-12]). Рассмотрим простой при-
мер полезности такой структуры. Допустим, 
мы имеем нечётную отталкивающую стацио-
нарную точку в трёхмерном пространстве. 
Подробные примеры точек такого рода можно 
найти в работах [13-15] – в качестве функций 

௜݂ берутся монотонно убывающие функции 
(для моделирования отрицательных обрат-
ных связей). Из теорем 2,3 можно заключить, 
что все кластеры будут обладать нечётным 
потенциалом. Из теоремы 6 можно сделать 
вывод, что на первом потенциалом уровне 
находится 6 вершин. Этот уровень характе-
ризуется тем, что из каждой вершины исходит 
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ровно одно ребро. Несложно показать, что в 
такой системе все 6 рассматриваемых вер-
шин объединятся в цикл. Полученный граф 
проиллюстрирован на рисунке 2. 

 

 
Рисунок 2 −Граф кластеров трёхмерной сис-

темы 
 
Рассмотрим траектории, которые распо-

ложены в этом цикле. По построению ни одна 
траектория не может покинуть границы кла-
стеров. Ввиду того, что мы выбрали отталки-
вающую стационарную точку, ни одна траек-
тория не может неограниченно притягиваться 
к ней. По теореме Брауэра о неподвижной 
точке можно сделать очень важный вывод – в 
этой системе всегда существует хотя бы один 
цикл. Более подробно доказательство этого 
факта можно найти в работах [16-17]. 

Стоит отметить, что данный пример хо-
рош тем, что в нём легко выбрать область 
ܸሺכݔሻ, она возникает естественным образом. 
Однако в пространствах высших размерно-
стей с произвольными функциями ௜݂ и не-
сколькими стационарными точками построе-
ние подобной области является весьма не-
тривиальной задачей и требует отдельного 
анализа. 

 
Компьютерное моделирование 

Для изучения динамических систем по-
добного рода был разработан программный 
комплекс PhasePortraitAnalyzer, в котором 
предусмотрен специальный модуль, модели-
рующий рассматриваемые графы. С его по-
мощью были созданы иллюстрации к этой 
статье. Возможности полноценного компью-
терного моделирования ограничиваются сис-
темами небольшой размерности, т.к. размер-
ность графа возрастает экспоненциально, 
для пространства размерности n мы имеем 
2௡ вершин. На рисунке 3 представлен пример 
графа кластеров 5-мерной системы, который 
состоит из 32 вершин. Для изучения систем 
вида  (1) очень важно иметь именно теоре-
тическое описание топологии для произволь-
ной размерности, а моделирование на ЭВМ 
можно использовать для проверки результа-
тов и построения наглядных изображений. 

 
Выводы 
В работе рассмотрен пример построения 

графа специального вида для изучения неко-
торых циклических динамических систем. Де-
тально изучена топология такого графа, 
сформулированы и доказаны соответствую-
щие теоремы. Показана полезность исполь-
зования такой структуры при анализе систем 
специального вида. Разработан специальный 
программный модуль, позволяющий модели-
ровать такие графы. Результаты работы на-
ходят применение при рассмотрении некото-
рых задач биоинформатики [5-7]. 

 
Рисунок 3െ Граф кластеров пятимерной системы 
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