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4. Представленное решение позволяет 
использовать для котла ПК-40 две растопоч-
ные горелки с дезинтеграторами производи-
тельностью по топливу до 1.5-2 т/час. 

5. Полученные данные могут использо-
ваться для подготовки Технической докумен-
тация системы безмазутного розжига котла 
ПК-40.  

 
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1  Дектерев А.А., Гаврилов А.А., Чернецкий 
М.Ю., Суржикова Н.С. Математическая модель 
процессов аэродинамики и теплообмена в пыле-
угольных топочных устройствах // Тепловые про-
цессы в технике.- 2011.- Т. 3, № 3.- С. 140-144. 

2  Karpenko E.I., Messerle V.E., Ustimenko A.B. 
Mathematical model of the processes of ignition, 
combustion, and gasification of the pulverized coal 
fuel in the electric arc devices // Thermophysics and 
Aeromechanics.- 1995.-  Vol. 2, No. 2.- P. 151−165. 

3  Magnussen, B.F., and Hjertager, B.W., On the 
structure of turbulence and a generalised eddy dissi-
pation concept for chemical reaction in turbulent flow 
// 19th AIAA Aerospace Meeting (1981), St. Louis, 
USA. 

4  Чернецкий М.Ю., Дектерев А.А. Математи-
ческая модель процессов теплообмена и горения 
пылеугольного топлива при факельном сжигании // 
Физика горения и взрыва.- 2011.- № 3.- С. 37-46. 

5  Быстров Ю.А., Исаев С.А., Кудрявцев Н.А., 
Леонтьев А.И. Численное моделирование вихре-
вой интенсификации теплообмена в пакетах труб.- 
СПб.: Судостроение, 2005.- 392 с. 

 
 
Работа проводилась при финансовой 

поддержке Министерства образования и науки 
Российской Федерации. 
 
 
Бурдуков А.П.1, д.т.н., проф., 
главный научный сотрудник, 
e-mail: dekterev@mail.ru  
Чернецкий М.Ю.1, к.т.н., инженер, 
e-mail: Micch@yandex.ru  
Дектерев А.А.1, к.т.н., с.н.с., 
старший научный сотрудник, 
e-mail: dekterev@mail.ru  
Чернецкая Н.С.2, аспирант, 
e-mail: n_surzhikova@inbox.ru  
1 ФГБУН Институт теплофизики им. С.С. 
Кутателадзе Сибирского отделения РАН, 
630090, Новосибирск, просп. Академика 
Лаврентьева, 1, тел. (8391) 2494726  
2 Политехнический институт ФГАОУ ВПО 
«Сибирский Федеральный университет», 
660074, Красноярск, ул. Киренского, 26, 
тел. (8391) 2494726 . 
 

 
УДК 535.529: 541.64 
 
ПОСТАНОВКА МЕЗОСКОПИЧЕСКИХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ 

СКОРОСТИ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ НА ГРАНИЦЕ 
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Предложены пути для построения методики моделирования течения сплошной среды в 

каналах с заданной микрогеометрией неровностей поверхности стенок, включающей мезо-
скопическое описание граничных условий по скорости и давлению на основе метода расщеп-
ления по физическим процессам. 

Ключевые слова: мезоскопический подход, численные методы, механика сплошных сред, 
параллельные вычисления, микрогеометрия, шероховатость. 
 
 

Описание течения сплошных сред в об-
ластях, ограниченных твёрдыми непрони-
цаемыми стенками - течения в каналах и 
микроканалах, гидродинамической теории 
смазки и т.д. – требует задания  граничных 
условий для скорости жидкости на границе. 
Обычно это условия прилипания – задание 
нулевых касательной и нормальной компо-
нент скорости относительно твёрдой стенки. 
Для макроскопических масштабов такое при-
ближение во многих случаях вполне удовле-

творительно, но для микроскопических мас-
штабов из-за возможного скольжения жидко-
сти относительно стенки такое приближение 
иногда должно быть пересмотрено [1]. Суще-
ствование скольжения жидкости относитель-
но твёрдой стенки установлено во многих 
экспериментах и процессах [2-7], где необхо-
димо учитывать микромасштабы связанные 
как с геометрией расчётной области, так и с 
пространственными масштабами описывае-
мых процессов. 
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При течении жидкости в микроканалах с 
развитой шероховатостью, когда отношение 
площади поверхности канала к объёму ста-
новится большим, необходим учёт влияния 
шероховатости на поток. Однако наши пред-
ставления ограничены как трудностью экспе-
риментального исследования этих процессов, 
так и отсутствием достаточно точной теории, 
описывающей влияние шероховатости стенок 
на течение гидрофобных и гидрофильных 
текучих сред в различных устройствах. 

Рассмотрим основные подходы, приме-
няемые в настоящее время для теоретиче-
ского описания течения как в узких, так и 
сравнительно широких каналах с шерохова-
тыми стенками. Эти подходы являются осно-
вой моделирования процессов в микрокана-
лах и позволяют моделировать течение жид-
костей и взаимодействие поверхностей, раз-
делённых тонким слоем жидкости, трение, 
гидродинамическое сопротивление каналов и 
т.д. 

В каналах могут реализовываться раз-
личные режимы течения. Если поверхности 
разделены толстым слоем жидкости и сте-
пень шероховатости невелика, то поверхно-
сти могут рассматриваться как гладкие. При 
большой скорости потока (числа Re велики) 
для описания турбулентного течения могут 
быть использованы методы вычислительной 
гидродинамики (CFD) с соответствующим за-
коном стенки и учётом шероховатости. 

Для малых чисел Рейнольдса возможно 
изучение влияния микроструктуры поверхно-
сти на основе уравнений Навье-Стокса или в 
приближении Стокса, что дополнительно 
требует некоторую физическую модель, опи-
сывающую влияние шероховатости на поток. 
В любом случае результатом исследования 
будет описание взаимодействия жидкость - 
твёрдая стенка в пристенной области и, в ко-
нечном счёте, описание особенностей тече-
ния в каналах с учётом шероховатости. 

Если толщина слоя мала – применимо 
приближение тонкой пленки – то уравнения 
движения и неразрывности могут быть све-
дены к уравнениям Рейнольдса. 

Для узких каналов поверхностная шеро-
ховатость становится важной при описании 
течения. Уравнения Рейнольдса применимы 
до тех пор, пока высота неровностей поверх-
ности меньше других макроскопических про-
странственных масштабов. 

Учитывая, что реальная геометрия ше-
роховатости не может быть введена в компь-
ютерный эксперимент, исследователи ис-

пользуют некоторые методы “гомогенизации”, 
позволяющие некоторым интегральным об-
разом учесть шероховатость поверхности. 
Этот фактор однажды рассчитывается для 
конкретной поверхности и далее может ис-
пользоваться для учёта влияния шерохова-
тости на течение в каналах. 

Движение сплошной среды в гидроди-
намической теории может описываться раз-
личными уравнениями, зависящими от при-
нятых физических моделей. В общем случае 
описание опирается на системы нелинейных 
дифференциальных уравнений в частных 
производных, исследование которых часто 
довольно затруднительно. Тогда пытаются 
перейти к более простым моделям, пренеб-
регая некоторыми членами уравнений, кото-
рые слабо влияют на искомое решение. 

В задачах, связанных с течением в узких 
каналах часто сдвиговые напряжения велики, 
а инерционные и конвективные слагаемые в 
уравнениях движения малы, поэтому вполне 
реалистичной оказывается модель  

up 2∇=∇ η ,                                   (1) 
которая известна как модель Стокса. Эта мо-
дель применяется для описания ползущих 
течений с большой вязкостью и малыми ско-
ростями, характерными для задач гидроди-
намической теории смазки. 

Модель Рейнольдса получена в 1978 г. 
(Cheng и Patir) для исследования влияния 
шероховатости поверхности в теории смазки. 
На рисунке 1 приведена геометрия области, 
где исследуется течение между двумя дви-
жущимися шероховатыми поверхностями. 
Локальная толщина слоя  

21 δδ ++= hhT ,                                (2) 
где h – номинальная толщина слоя, опреде-
ляемая как расстояние между средними 
уровнями 2-х поверхностей, 1δ  и 2δ - случай-
ные амплитуды шероховатости. 

Классическое уравнение Рейнольдса, 
определяющее локальное давление имеет 
вид 
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На основе этого уравнения вычисляются 
так называемые “flow factors” и изучается 
влияние микроструктуры поверхности на гид-
родинамику потока между гладкими и шеро-
ховатыми стенками, причём шероховатость 
задаётся и учитывается различными спосо-
бами. 
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Наряду с уравнением Рейнольдса, опи-
сание течений вблизи шероховатых стенок 
дополнительно опирается на результаты, по-
лученные на основе двух подходов: 

1) “гомогенизацию” сложной случайной 
структуры поверхности - приведение её к 
некоторой регулярной структуре; 

2)  постановке условий скольжения для 
тангенциальной компоненты скорости потока 
на твёрдой границе области или на некоторой 
подходящим образом выбранной 
поверхности. 

 
Рисунок 1 - Геометрия течения в тонком слое 

 
Соответствующим образом выбранные 

параметры моделей, сформулированные в 
рамках таких подходов, дают при этом адек-
ватное описание течения в каналах с задан-
ной шероховатостью. 

Рассмотрим типичное применение упо-
мянутых выше подходов при описании тече-
ния в микроканалах с развитой шероховато-
стью [8]. 

В настоящее время все известные тео-
рии описания шероховатости содержат, по 
крайней мере, один эмпирический параметр 
[9], что приводит к вопросу о постановке под-
ходящего граничного условия для скорости 
жидкости на поверхности. При этом полезны-
ми оказываются представления о проскаль-
зывании жидкости на стенке, сформулиро-
ванные Навье в виде 

x
vxv

∂
∂== β)0( ,                               (4) 

где v – скорость на стенке, a ось координат х  
нормальна к стенке; коэффициент пропор-
циональности β - длина проскальзывания. 

Этот коэффициент в общем случае за-
висит от многих неизвестных величин и мо-
жет играть роль эмпирического параметра, 
учитывающего частично влияние шерохова-

тости стенки на гидродинамику течения. Это 
влияние исследовалось многими авторами 
[10-15]. 

Полученные данные противоречивы, но, 
видимо, полезны для дальнейшего развития 
использованных в работах представлений. 

Типичное значение длины проскальзы-
вания, полученное в экспериментах в сходя-
щихся течениях между гладкими поверхно-
стями, порядка 10 нм [16-20]. 

Рассматривается течение Пуазейля ме-
жду двумя бесконечными шероховатыми по-
верхностями (рисунок 2), причём моделиро-
вание напорного течения проводится с ис-
пользованием 3D решёточной модели 
Больцмана. 

 
Рисунок 2. Геометрия течения между двумя бес-
конечными шероховатыми поверхностями 

 
Положение эффективной поверхности 

effh  определяется, используя параболический 
профиль для скорости в канале с высотой 

effd , причём на эффективной поверхности 
принимаются условия отсутствия скольжения 

0=β . 

( )2dβ
2μ
1 22 −−

∂
∂ xd

z
p=(x)vz .          (5) 

Распределение высот шероховатости 
поверхности задавалось гауссовым с диспер-
сией σ  и средней высотой aR . В результате 
моделирования течения в канале с перемен-
ными дисперсией σ  и средней высотой aR  

получена линейная связь между effh  и σ : 

σ1.31+=effh .                                  (6) 
Таким образом, точное описание 

влияния шероховатости на структуру течения 
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в настоящее время невозможно – разные 
авторы предлагают различные подходы, 
результаты которых существенно зависят от 
принятых допущений. 

Пионерские работы [21-23] (Colebrook, 
Nikuradse, Moody) имели высокую практиче-
скую направленность, однако полученные 
ими результаты по исследованию течений в 
шероховатых каналах ограничены значения-
ми относительной шероховатости до 5%. 

Современные системы мини- и микро-
уровня обычно превосходят этот уровень 
относительной шероховатости, поэтому чрез-
вычайно актуальными являются эксперимен-
тальные работы, связанные с исследованием 
течений в каналах с более высоким уровнем 
относительной шероховатости. 

В работах [24, 25] было рассмотрено 
влияние шероховатости на течение в канале 
при степенях относительной шероховатости 
до 14%. 

 

 
Рисунок 3 - Пилообразные элементы 

шероховатости: (a) выровненные; (b) сдвинутые 
 

Соответствующие число Рейнольдса и 
коэффициент трения f  были переопределе-
ны на основе уменьшенного диаметра, опре-
делённого в виде  

2ε−tcf D=D ,                                   (7) 

где cfD – уменьшенный диаметр, tD – диа-
метр канала, ε – шероховатость поверхно-
сти. 

Рисунки 4 и 5 дают сравнение экспери-
ментального и теоретического коэффициента 
трения, рассчитанного по диаметру канала 
без учёта шероховатости и с учётом шерохо-
ватости. В последнем случае совпадение 
экспериментальных и теоретических резуль-
татов для ламинарного режима течения 

вполне удовлетворительное. Можно отме-
тить, что критическое число Рейнольдса за-
висит от относительной шероховатости и су-
щественно меньше 2300, что отмечалось ря-
дом исследователей. 

 

 
Рисунок 4 - Зависимость коэффициента трения 
от числа Рейнольдса, расчитанных по гидравли-

ческому диаметру; вода. Dh = 953 мкм, b = 
500 мкм, bcf = 354 мкм, w = 10.03 мм, ε/Dh = 0.0735 

 

 
Рисунок 5 - Зависимость коэффициента трения 
от числа Рейнольдса, расчитанных по умень-
шенному гидравлическому диаметру; воздух. 

Dh,cf = 684 мкм, b = 500 мкм, bcf = 354 мкм, 
w = 10.03 мм, ε/Dh,cf = 0.1108 

 
Приведённые результаты свидетельствуют 

о необходимости более точного учёта ис-
пользуемых параметров шероховатости, как 
при построении моделей влияния шерохова-
тости на гидродинамику потока, так и при 
проведении расчётов в рамках принятых мо-
делей. 

Последующие исследования [25] систем 
с высокой степенью шероховатости показы-
вают необходимость использования больше-
го числа параметров, определяющих шеро-
ховатость для получения адекватного теоре-
тического описания гидродинамики потоков в 
мини- и микроканалах. 

Многие современные материалы, такие 
как гели, масла, растворы и расплавы линей-
ных полимеров и др. проявляют эффект про-
скальзывания на межфазной границе. Учёт 
этого эффекта имеет важное значение, как с 
теоретической, так и с практической точек 
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зрения, поскольку предоставляет возмож-
ность предсказания динамических характери-
стик течений таких сред, что важно для 
управления технологическими процессами их 
переработки. 

Проскальзывание – пристенный эффект 
истощения – возникает в потоке двухфазных 
(или многофазных) жидкостей в вискозимет-
рах из-за смещения дисперсной фазы (фаз) 
от твёрдых границ, образуя слой жидкости с 
более низкой вязкостью – истощенный слой. 
Это явление является результатом стериче-
ских, гидродинамических, вязкоупругих, хи-
мических и гравитационных сил, действую-
щих на дисперсную фазу, смежную с твёрды-
ми границами. Создание такой области с низ-
кой вязкостью на стенке означает, что сопро-
тивление любому потоку жидкости на границе 
уменьшается из-за эффекта смазывания, ко-
торый и вызывает "скольжение". Поскольку 
этот эффект ограничен очень тонким слоем, 
смежным со стенкой обычно толщиной по-
рядка 0,1 – 10 мкм, что в сотни или тысячи 
раз меньше самого потока, он очень напоми-
нает настоящее скольжение твёрдых частиц 
по поверхностям и был также описан как про-
скальзывание.  

В любом реометре или вискозиметре 
могут наблюдаться эффекты проскальзыва-
ния при соответствующих условиях, но в слу-
чаях с гладкими стенками и высоким градиен-
том скорости сдвига возникновение про-
скальзывания наиболее вероятно. Жидкостя-
ми, дающими большие эффекты проскальзы-
вания в соответствующих конфигурациях, 
являются концентрированными растворы по-
лимеров с большой молекулярной массой, 
взвеси, жидкости в которых возможно выпа-
дение осадков, образование больших хлопь-
ев частиц и эмульсии с капельками большого 
размера. В последних двух случаях «боль-
ших» означает больше микрона. Парадокс в 
том, что, чтобы суспензии, имеющей большие 
частицы, справиться с силой сопротивления, 
необходимы большие промежутки между ни-
ми, таким образом, почти автоматически это 
приводит к эффекту проскальзывания. 

Эффектом проскальзывания в вискози-
метрах или реометрах можно в некоторых 
случаях пренебречь, или учесть его путём 
введения дополнительной скорости жидкости 
на стенке, если они ограничены очень тонки-
ми слоями, и никакие грубые изменения не 
происходят в большей части жидкости. Тогда 
полный поток может быть разбит на поток 

проскальзывания, рассматриваемый на стен-
ке, и основной поток. 

Выделяются следующие условия, обыч-
но приводящие к существенным эффектам 
проскальзывания: 

• большие частицы дисперсной фазы, 
хлопья частиц; 

• большая зависимость вязкости от 
концентрации дисперсной фазы, гладкие 
стенки и маленькие размеры потока; 

• обычно низкие скорость/расход (хотя 
центростремительные искусственные 
эффекты могут быть замечены на высоких 
скоростях вращения), и 

•  стенки и частицы, несущие 
электростатический заряд и являющиеся 
электрически проводящими. 

Гравитационные силы способствуют 
возникновению проскальзывания в некоторых 
жидких системах, имеющих тенденцию к вы-
падению осадка, в эмульсиях и взвесях. При-
чём степень их влияния сильно зависит от 
геометрии потока [26]. 

Тепловые эффекты около стенок могут, 
в принципе, привести к результату, похожему 
на проскальзывание, потому что выделение 
тепла в очень вязких материалах за счёт 
сдвига наибольшее у стенки трубы, потому 
что именно там скорость сдвига максималь-
на. Это привело бы к уменьшению вязкости, 
однако, из-за теплообмена со стенкой эф-
фект часто смягчается. В жидкостях более 
низкой вязкости эффект истощения около 
стенок может очень сильно влиять на тепло-
передачу, давая неожиданный эффект рас-
ширения. 

Эффекты проскальзывания могут потен-
циально присутствовать во всех вискозимет-
рах из-за обязательного наличия стенок, но 
этот эффект усиливается в случаях, когда в 
пределах геометрии потока присутствует 
градиент сдвигового напряжения далеко от 
стены, кроме случая в трубе, там градиент 
сдвигового напряжения изменяется линейно 
от стены до центра, в центре напряжение 
равно нулю. В случае течения в вискозимет-
рах между параллельными пластинами гра-
диент сдвигового напряжения направлен к 
центру, а не к пластинам, однако жидкость 
легко может переместиться к центру и, таким 
образом, уменьшить вращающий момент, 
препятствуя возникновению эффекта про-
скальзывания. Тем не менее, в случае с па-
раллельными пластинами проскальзывание 
часто замечается из-за статических эффек-
тов истощения на поверхности пластины, и 
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из-за гравитационных сил, которые стимули-
руются осаждением или образованием 
эмульсии. В [27] даётся краткое описание 
пристенных эффектов и перемещения час-
тиц, и влияния, которое они оказывают на 
реологические измерения. 

Самое очевидное проявление проскаль-
зывания заключается в том, что учёные полу-
чают разные значения для разноразмерных 
течений, вычисляя вязкость по формулам, 
которые не учитывают эффект проскальзы-
вания, возникающий в текущей жидкости. В 
особенности бросается в глаза, что вязкость, 
вычисляемая таким образом, всегда умень-
шается с уменьшением  геометрических раз-
меров течения, например,  радиуса трубы, 
ширины зазора между параллельными пла-
стинами, угла конуса. Некоторые другие эф-
фекты также могут ожидаться в кривой пото-
ка, полученной из единой геометрии, напри-
мер, неожиданное занижение ньютоновского 
плато, иногда с псевдо-увеличением напря-
жения при более низких напряжениях. 

Значимость эффекта проскальзывания 
подчеркивается и тем, что литература по его 
изучению очень обширна и постоянно обнов-
ляется. При этом объяснение этого эффекта 
рассматривают как с подробных молекуляр-
ных позиций [28-31], так и используя осред-
ненный мезоскопический подход, когда зави-
симость скорости скольжения на стенке оп-
ределяется из экспериментов [32-38]. При 
этом скорость скольжения может быть функ-
цией напряжений на стенке [32-34, 39] или 
градиента давления [40], а также микрогео-
метрии, которая учитывается эффективным 
образом. Поведение самой сплошной среды 
описывают на основе различных моделей: 
ньютоновской среды [32, 41, 42], нелинейной 
степенной жидкости [37, 41, 43, 44], Берда-
Карро [45, 46], Бингама [47], Олдройда [48]. 
При работе с этими моделями используют 
метод конечных элементов [30, 33, 35, 49], 
аналитические методы [35, 50] и метод ко-
нечных разностей [36]. На основе расчётов 
были рассмотрены течения в вискозиметрах 
[30, 35, 44, 51, 52] различных конструкций, в 
областях между параллельными плоскостями 
[42, 52, 53], между вращающимися парал-
лельными дисками [54], в каналах с квадрат-
ным сечением [33, 35, 55], капиллярах 
[33, 51], Пуазейлевские течения [32, 53].  

Важное значение имеют микроструктур-
ные взаимодействия частиц жидкости и стен-
ки. Хороший пример того, что мы могли бы 
назвать химическими эффектами стенки, 
приводящими к аномалии течения, даётся в 

[56]. Здесь рассмотрено течение водного рас-
твора полиакриламида (диаметр молекулы 
0,1 мкм) в прямоугольных стеклянных кана-
лах. С помощью очень точного лазерного 
дифференциального микроанемометра, из-
мерены скорости в текущих растворах с про-
странственным разрешением 1 мкм, исполь-
зуя субмикронные частицы золота в качестве 
маркеров. Значительные скорости скольже-
ния были измерены в каналах 140 мкм в ши-
рину. Это интересно, потому что полиакри-
ламид – это полиэлектролит, скольжение за-
висит от химических свойств окружающей 
среды в растворе и на стенке. Таким обра-
зом, химическая природа и / или взаимодей-
ствие со стенкой были очень важны. 

Очень важный аспект обсуждаемой про-
блемы – это поток в пористых средах. В неко-
торых случаях пристенные эффекты настоль-
ко сильны, что они доминируют в потоке, и 
тогда эффекты проскальзывания могут пол-
ностью описать ситуацию для медленного 
потока. Однако при более высоких скоростях 
сходящийся и расходящийся характер такого 
потока означает, что знание свойств основно-
го объёма вещества также имеет важное зна-
чение, особенно экстенциональных свойств. 

Эффект проскальзывания изучается и 
экспериментально. В [46] описывается поток 
смазочных жиров в геометриях с гофриро-
ванными профилями, для устранения про-
скальзывания. В [57] описана работа над це-
ментными жидкими растворами из нефтяной 
скважины. Найдено, что проскальзывание 
возрастало при уменьшении скорости сдвига 
до её нижних значений от ситуации, когда 
была необходима небольшая коррекция для 
устранения проскальзывания при высоких 
сдвиговых напряжениях, и до того, пока оно 
не охватит почти 100% потока при низких на-
пряжениях.  

Отдельно следует рассмотреть эффект 
проскальзывания в эмульсиях. У эмульсий 
есть специфическое свойство, в них происхо-
дит миграция молекул в направлении от 
стенки даже в ситуациях, когда поперечный 
градиент сдвига отсутствует. Это происходит, 
потому что частицы, которые составляют 
эмульсию, непрочны. В [58] выполнены слож-
ные эксперименты, чтобы проверить теорию, 
предложенную в [45]  на простом сдвиге в 
потоке в трубе. Были найдены скорости пе-
ремещения, в основном, в соответствии с 
теорией, пропорциональные, среди прочих 
параметров, кубу величины капельки, и об-
ратно пропорциональные квадрату расстоя-
ния от стенки. 
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Хороший пример с эмульсией высокой 
концентрации, демонстрирует [59], используя 
геометрию параллельных пластин с различ-
ными промежутками. В этой работе проана-
лизировали измерения очень высокого фазо-
вого объёма (92,3%) масляно-водной эмуль-
сии и построили кривые потока проскальзы-
вания и основного объёма.  

В [43] приведена кривая потока для 
хлопьевидной эмульсии нефти в воде, кото-
рая ясно показывает проскальзывание. Пока-
зано, что в рассматриваемом случае очень 
существенно, что проскальзывание начина-
ется очень резко и увеличивается при 
уменьшении скорости сдвига. 

В работе [60] исследовали двухфазный 
поток: воздух и смесь смазочных масел в 
круглых трубопроводах различного диаметра 
и шероховатости. Расплавы линейного поли-
этилена низкой плотности монодисперсного 
полистирола изучались в работе [61]. При 
этом отмечены различные режимы скольже-
ния: слабое скольжение, когда скорость 
скольжения медленно возрастает с ростом 
напряжений на стенке и сильное скольжение, 
когда скорость скольжения резко возрастает 
при больших напряжениях на стенке. В рабо-
те [47] c помощью двулучепреломления изу-
чалось возникновение неустойчивости при  
экструзии расплавов линейного полиэтилена 
высокой плотности. 

Также важность этого эффекта связана с 
тем, что его проявление может приводить к 
потере устойчивости стационарных течений и 
возникновению нестабильностей, что являет-
ся негативным фактором при переработке 
таких сред. Результаты расчетов использо-
вались для описания неустойчивостей 
[32, 35, 41] различного типа: автоколебаний 
[33, 34], множественности решений [53]. 

Эффекты проскальзывания в двухфазо-
вых или многофазных системах намного бо-
лее широко распространены, чем кажется на 
первый взгляд. Обстоятельства, при которых 
необходимо рассматривать эти эффекты, 
часто встречаются при измерениях в реаль-
ных системах. Много недоразумений возник-
ло из-за того, что исследователи не призна-
вали этот факт. 

Хотя эффекты пристенного истощения 
могут распространиться на большие расстоя-
ния от стенки, во многих практических систе-
мах они ограничены очень тонкими слоями. 
Это означает, что весь поток может быть уп-
рощён выделением из него неизменного по-
тока основного объёма вещества, равномер-

но испытывающего сдвиговое напряжение 
стенки, но теперь смежного с движущейся 
стенкой, скорость которой зависит от сдвиго-
вого напряжения стенки через закон про-
скальзывания. 

Эффекты проскальзывания могут обыч-
но математически описываться с помощью 
простого степенного (значительно чаще, чем 
нелинейного) отношения между сдвиговым 
напряжением стенки и скоростью на внешней 
стороне очень тонкого (как правило, порядка 
микрона) слоя проскальзывания, в большин-
стве случаев изображаемого просто как не-
прерывная линия. 

Хотя в построении графиков и прямом 
измерении концентрации в слоях проскаль-
зывания были сделаны большие успехи, всё 
же необходимо больше исследований на эту 
тему. Нашему пониманию также поможет мо-
делирование потоков около границ в различ-
ных конфигурациях потока. 

Наконец, надо упомянуть тот факт, что в 
флокурированных суспензиях "частицы", ко-
торые в состоянии покоя и при низких сдвиго-
вых напряжениях испытывают эффекты ста-
тического и динамического истощения, сами 
ломаются при более высоких напряжениях. 
Хотя эффекты низкого сдвигового напряже-
ния являются существенными, так как они 
представлены крупным хлопьями, статиче-
ские и динамические эффекты уменьшаются 
при уменьшении размеров хлопьев, и, осо-
бенно, при очень высоких сдвиговых напря-
жениях, когда хлопья уменьшаются примерно 
до размеров частиц. Следовательно, очень 
сильный эффект истощения при низкой ско-
рости сдвига, приводящий к значительному 
проскальзыванию, фактически исчезает при 
высоких напряжениях, таким образом, усили-
вая эффекты, описанные выше. 

Продемонстрируем методику определе-
ния мезоскопических граничных условий на 
примере анализа проскальзывания полимер-
ных жидкостей 

Многие текучие системы, в том числе 
полимерные материалы, проявляют вблизи 
твёрдых поверхностей аномалию, заключаю-
щуюся в возникновении проскальзывания. 
Наличие такого пристенного эффекта приво-
дит к нарушению гипотезы о прилипании и 
необходимости задания соответствующих 
граничных условий. 

Это аномальное поведение материалов 
в вязкотекучем состоянии (суспензии, смазки, 
растворы и расплавы полимеров) у твёрдых 
поверхностей требует всестороннего изуче-
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ния не только при исследовании реологиче-
ских свойств, но и при расчёте параметров 
течения и характеристик перерабатывающего 
оборудования. При этом в первую очередь, 
возникают достаточно сложные задачи опре-
деления по результатам вискозиметрических 
исследований реологических характеристик 
материала. Следующий этап связан с реше-
нием конкретных задач о движении жидко-
стей проявляющих аномалию у твёрдых по-
верхностей и заключается в непосредствен-
ном использовании скоростей скольжения в 
качестве граничных условий.  

Следует отметить, что изучению этого 
вопроса посвящено большое количество ра-
бот, обзор которых дан в [62], где отмечено 
наличие двух подходов к изучению этого яв-
ления. 

Первый подход заключается в деталь-
ном изучении и учёте молекулярных свойств 
контактирующих сред, формулировке меха-
низма возникновения проскальзывания и 
проверке адекватности предложенного под-
хода. Причём результаты для разных физи-
ческих систем имеют много общего, что ука-
зывает на возможность единого подхода к 
исследованию этого эффекта. 

Второй подход заключается в задании в 
явном виде скорости скольжения на стенке 

cтv , которая в общем случае является 

функцией напряжения на стенке cтτ , гео-
метрических размеров и температуры. При-
чём указанная зависимость скорости сколь-
жения на стенке от перечисленных факторов 
находится из вискозиметрических измерений 
[62]. С математической точки зрения резуль-
тат каждого из подходов приводит к зависи-
мостям )f(τ=υ стст , причём такая зависи-
мость берётся из обрабатываемых экспери-
ментальных данных. При этом в качестве ар-
гумента можно выбрать не только стτ , но и 
градиент давления или удельный расход и 
выбор той или иной функции в исследуемой 
зависимости определяется удобством ис-
пользования этого закона в расчётах. 

При моделировании течений растворов 
и расплавов линейных полимеров важную 
роль играет формулировка реологического 
определяющего соотношения, которое дает 
связь между кинематическими характеристи-
ками потока и внутренними термодинамиче-
скими параметрами. На основе микрострук-
турных представлений ранее была предло-
жена простая реологическая модель [63] 

;3
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где ikσ – тензор напряжений; p– гидростати-

ческое давление; 0η  и 0τ – начальные зна-
чения сдвиговой вязкости и времени релак-
сации; ikν – тензор градиентов скорости; ikа –
 симметричный тензор анизотропии второго 
ранга; iiаI = – первый инвариант тензора 

анизотропии; ( )kiikik ν+ν=γ
2
1

 – симметри-

зованный тензор градиентов скорости; κ  и 
β – феноменологические параметры модели, 
учитывающие в уравнениях динамики макро-
молекулы размеры и форму молекулярного 
клубка. Эта модель проверялась на соответ-
ствие вискозиметрическим течениям реаль-
ных полимерных жидкостей [63-65] и путём 
расчёта наложения малых осциллирующих 
колебаний на простое сдвиговое течение в 
параллельном и ортогональном сдвигу на-
правлениях [65]. При проведении численного 
эксперимента были получены зависимости 
тензора напряжений от градиентов скорости 
и от времени, что позволило выполнить рас-
чёты составляющих комплексного модуля 
сдвига, динамической вязкости и угла дина-
мических потерь в зависимости от частоты 
вынуждающих колебаний, скорости сдвига и 
числа Деборы (De). Полученные зависимости 
сравнивались с экспериментальными данны-
ми, взятыми из литературных источников, что 
показало качественное соответствие теории 
и эксперимента. 

Также на основе реологической модели 
нулевого приближения (8) были рассчитаны 
вторичные течения в каналах прямоугольного 
сечения. В работе [66] было рассмотрено 
стационарное течение в гладкой круглой тру-
бе под действием постоянного перепада дав-
ления. При этом система уравнений для ре-
шения полной гидродинамической задачи 
была записана в цилиндрической системе 
координат. 

Рассмотрим решение задачи об опреде-
лении профиля скорости нелинейной вязко-
упругой жидкости, движущейся в зазоре меж-
ду параллельными плоскостями под действи-



 
ПОСТАНОВКА МЕЗОСКОПИЧЕСКИХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ СКОРОСТИ 

ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ НА ГРАНИЦЕ 

ПОЛЗУНОВСКИЙ ВЕСТНИК № 3/1 2012 
 

69 

ем постоянного перепада давления 

A
x
p −=

∂
∂

, на основе модели (8). Располо-

жим начало координат в одной из этих плос-
костей, ось Ox  направим вдоль потока, ось 
Oy  – перпендикулярно плоскостям, и ось Oz  

– перпендикулярно осям Ox  и Oy . 
Тогда система уравнений динамики в де-

картовой системе координат будет иметь вид: 
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где zyx VVV ,, - скорости вдоль осей Ox,Oy,Oz 
соответственно; ρ– плотность. 

Так как вдоль оси Oz  профиль скорости 
меняться не будет, то окончательные выра-
жения не будут зависеть от переменной z  и 
система уравнений (8) – (9) примет вид: 
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Система уравнений (10) описывает пло-
ские двумерные неустановившиеся течения 
полимерных сред. Далее будем искать неза-
висящие от переменной x  решения этой сис-
темы. Получаем: 
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Из первого уравнения системы (11) сле-
дует, что ( )yVy  – линейная функция y , но в 

силу граничных условий ( ) ( ) 00 =hV=V yy , 

откуда видно, что ( ) 0=yVy  и уравнение не-
разрывности выполняется автоматически. 



 
МАКАРОВА М.А., ПЫШНОГРАЙ И.Г., ПЫШНОГРАЙ Г.В., АЛТУХОВ Ю.А., ГОЛОВИЧЁВА И.Э., 

ТРЕГУБОВА Ю.Б., ТРЕТЬЯКОВ И.В., АФОНИН Г.Л., АЛЬ ДЖОДА Х.Н.А. 

ПОЛЗУНОВСКИЙ ВЕСТНИК № 3/1 2012 70 

Учитывая это, уравнения (11) можно перепи-
сать в виде: 
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В стационарном случае имеем: 
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В работе [67] система уравнений (12) 
решалась методом последовательных при-
ближений с точностью до членов первого по-
рядка по параметрам наведенной анизотро-
пии κ  и β , и были получены следующие вы-
ражения для составляющих тензора напря-
жений и компоненты продольной скорости: 
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где 
0

0

η
Aτ=A . 

Причём из второго уравнения системы 

(12) следует, что  ( ) 02y ≠−
∂
∂ hβA=
y
p , то есть 

обнаружен ненулевой перепад давления в 
направлении, перпендикулярном скорости 
течения, который, тем не менее, не приводит 
к появлению вторичных потоков. Этим пере-
падом давления может быть обусловлен эф-
фект разбухания струи на выходе из канала. 
Полученные выражения в силу характера 

приближения не могут быть использованы 
при больших перепадах давления, которые 
представляют интерес на практике, и поэтому 
далее будем искать зависимости выражений 
для составляющих тензора напряжений и 
компоненты продольной скорости без учёта 
малости параметров модели. Тогда из перво-
го уравнения системы (12) имеем: 

( ).2
6

yhAa xy −=                             (14) 

Отсюда видно, что сдвиговые напряже-
ния в установившемся плоскопараллельном 
течении являются линейной функцией пере-
менной y , а константа интегрирования вы-
брана из условия симметрии: 0.2/ =)(haxy  
Для наглядности введём обозначения: 

.;; 321 u
y

Vuaua x
yyxx =

∂
∂

==          (15) 

Тогда система уравнений (12) примет вид: 
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Вычитая из первого уравнения системы 
(16) последнее уравнение, после преобразо-
ваний получим: 

( )( )( ) 302121 τ2β2κ1 ua=uuu+u)+(+ xy− .    (17) 
Второе уравнение системы (16) перепи-

шем в виде: 
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Тогда разделив (17) на (18) получим: 
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Подставив (19) в последнее уравнение 
системы (16), получим уравнение, содержа-
щее только переменную 2u , которое после 
преобразований запишем в виде: 
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Уравнение (20) можно решать одним из 
итерационных методов, например, методом 
последовательных приближений и, принимая 
во внимание выражение (14), можно найти 
зависимость: (y)u=u 22  которая, в силу (19) 

и (18) приводит к зависимостям (y)u=u 11  и 

(y)u=u 33 . Далее численно интегрируя 

(y)u3 , учитывая (15) и используя граничное 

условие cтx v=)(V 0  можно найти зависи-

мость (y)Vx . 

 
Рисунок 6 - Аппроксимация экспериментальной 
зависимости скорости проскальзывания от 

дополнительного расхода. 
 

При этом оказывается, что так как cтv  
является аддитивной постоянной интегриро-
вания, то полный удельный расход будет 
иметь вид 

0Q+hv=Q cт , 

где 0Q  - удельный расход рассчитанный при 
условии прилипания на стенке. Если считать, 
что cтv  является функцией cтτ  - напряжения 
на стенке, то при расчёте профиля скорости 
возникает необходимость в итерационной 
процедуре для согласования cтv  и cтτ . Если 

считать, что cтv  является функцией 0Q , то 
такой процедуры проводить не нужно. При 
этом зависимость )f(Q=vcт 0  легко может 
быть получена при обработке эксперимен-
тальных данных, как это сделано на рисунке 
6 для данных из работ [69, 70], где были ис-
следованы расплавы полиэтилена высокой и 
низкой плотности. Эти расплавы продавли-
вались через головку экструдера шириной 
1 мм и было получено, что полиэтилен низкой 
плотности прилипает на границе раздела 

фаз, полиэтилен высокой плотности демон-
стрирует проскальзывание на стенке. Для 
скорости проскальзывания cтv  было получе-
но следующие соотношение 

| | )Q+(Q=)f(Q=vcт 660,95 000 −− . 

Сами значения 0Q  определяли по фор-

муле hvQ=Q cт−0 . 
Заметим, что данные для полиэтилена 

низкой плотности были описаны на основе 
подхода (8) ранее [67]. 

 
Рисунок 7 - Зависимость удельного расхода от 
перепада давления в различных режимах течения 

при наличии прилипания и проскальзывания 
 

Рассмотрим теперь как влияют парамет-
ры модели κ , β  и A  на вид получаемых 
зависимостей. Для этого зафиксируем мас-
штабные параметры 10 =τ  и 10 =η  (в этом 

случае AA = ), и будем принимать во вни-
мание, что во многих случаях, как показано в 
[68] β=κ 1,2 . Результаты расчётов показаны 
на рисунке 7, где приведены зависимости 
расхода от градиента давления при различ-
ных значениях β , и откуда видно, что с рос-

том β  растёт отклонение зависимости рас-
хода от закона Пуазейля, соответствующего 
случаю 0=β=κ . При этом на зависимостях 
соответствующих учёту проскальзывания по-
является излом, который связан с исполь-
зуемой аппроксимацией для cтv  (рис. 6). При 
этом кривые соответствующие учёту про-
скальзывания расположены выше кривых по-
строенных с учётом прилипания на стенке. 

Для того чтобы провести сравнение с 
экспериментальными данными [69], заметим, 
что в работах [69, 70] отсутствуют данные о 
значениях градиента давления и поэтому для 
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его определения следует использовать зави-
симости на рисунке 7 и по известным значе-
ниям расхода определять значения градиен-
та давления, а затем с его помощью рассчи-
тать профили скорости. Сравнения экспери-
ментальных и теоретических зависимостей 
для профиля скорости в зазоре между па-
раллельными плоскостями приведены на ри-
сунке 8. 

 
Рисунок 8 - Сравнение экспериментальных 

(точки) и теоретических зависимостей профиля 
скорости в зазоре для различных значений 

удельного расхода 
 

Таким образом, выполнено согласова-
ние расчётного профиля с эксперименталь-
ными данными, что даёт возможность на этой 
основе определить закон проскальзывания в 

виде )
x
vf(=υст ∂

∂
. Нанесём значения гради-

ента скорости и соответствующиt им значе-
ния скорости проскальзывания на график и 
соединим их аппроксимирующей линией, как 
это сделано на рисунке 9. 

 
Рисунок 9- Зависимость между скоростью 
проскальзывания и градиентом скорости 

 
При этом получим следующее соотно-

шение 









+

∂
∂

−+
∂
∂

= 10010006.0
x
v

x
v

стυ . 

Такое соотношение и следует считать 
мезоскопическим граничным условием на 
твёрдой стенке. При этом формулировка та-
кого условия должна включать решение соот-
ветствующей гидродинамической задачи и 
сравнение с экспериментальными данными 
или данными других расчётов. 
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