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На основе представления системы деталь-индуктор через дискретные элементы осу-

ществлено математическое моделирование тепловых процессов в деталях с переменным 
поперечным сечением, нагреваемых высокочастотным электромагнитным полем через 
третью краевую задачу теплопроводности для гомогенной изотропной среды. Численное 
решение задачи позволяет восстанавливать профили температуры в средних точках и на 
поверхности деталей прямоугольной, клиновидной и сложной форм, а также рассчитывать 
параметры индуктора и технологического процесса. 
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Моделирование тепловых процессов при 
индукционной наплавке представляет собой 
сложную задачу для случаев, когда детали 
или заготовки имеют сложную геометриче-
скую форму и переменную толщину вдоль и 
поперек упрочняемых участков. Разработка 
математической модели процесса индукци-
онной наплавки таких деталей позволит тео-
ретически оптимизировать режимы наплавки 
и создавать новые технологии, а также рас-
ширять номенклатуру наплавляемых деталей 
[1].  

Известно несколько способов индукци-
онной наплавки деталей сложной формы [2].  

Так при дискретном способе индукцион-
ной наплавки осуществляется дозировка 
энергии по длине упрочняемой кромки. Энер-
гия к каждой точке наплавляемой поверхно-
сти подводится циклически. Однако практи-
ческая реализация способа затруднена из-за 
сложности выбора значений технологических 
параметров. В связи с этим разработка ма-
тематических моделей, описывающих техно-
логические аспекты процесса индукционной 
наплавки, имеет большое практическое зна-
чение.  

При наплавке комбинированным спосо-
бом характер нагрева деталей определяется 
уже целым комплексом параметров: законом 
перемещения деталей внутри зоны действия 
электромагнитного поля индуктора, конструк-
цией индуктора, частотой и значением инду-

цируемого тока, а также материалом и фор-
мой деталей. 

Целью настоящей работы являлось ма-
тематическое моделирование тепловых про-
цессов в детали переменного поперечного 
сечения при ее ТВЧ-нагреве в условиях реа-
лизации комбинированного способа индукци-
онной наплавки. 

 
Расчетно-экспериментальная часть 
Расчет по полученным уравнениям ма-

тематической модели, с учетом табличного 
задания функции теплового источникоа Ф(x), 
проводили для следующих исходных усло-
вий: материал заготовки - сталь 65Г, размер  
заготовки 17×100×5 мм, покрытие из напла-
вочной шихты, толщиной 3 мм, состоящей из 
85 мас. % твердого сплава ПГ-С27 и плавле-
ного боратного флюса для индукционной на-
плавки П-0,66 [3-4], индукционная наплавка  
на частоте 66 кГц (Q0 = 0,5 - 1,0 кВт). 

Численные расчеты выполняли на 
ПЭВМ в среде MathCad v. 11.0 по получен-
ным уравнениям математической модели [5]. 

Адекватность модели оценивали, сопос-
тавляя расчетные температуры в характер-
ных точках профиля детали, а также на ее 
поверхности, со значениями, полученными 
экспериментально, при исследовании темпе-
ратурных полей с помощью пирометра Пи-
тон-102. 
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 Образцы нагревали в медном петлевом 
водоохлаждаемом индукторе ∅ 20 мм, под-
ключенном к ВЧ-генератору ВЧГ 7-160/0,44 
(Iан. =  10 А, Iсет. = 2,5 А, Uан. = 10-12 кВ, Qвых. = 
160 кВт). 

 
Результаты и их обсуждение 
Рассмотрим комбинированный способ 

индукционной наплавки подробнее. В тече-
ние всего времени движения детали внутри 
индуктора в ее поверхностных слоях выделя-
ется теплота под воздействием индуцируе-
мых вихревых токов, тепловой эффект дей-
ствия которых может быть представлен неко-
торой функцией источников F. 

 
Рисунок 1 - Схема процесса индукционной на-
плавки деталей комбинированным способом 

На рисунке 1 показано расположение 
деталей 1 с нанесенным слоем шихты 3 от-
носительно токопроводов 2 индуктора в неко-
торый момент времени через слой расплава 
4. Здесь же представлены и координатные 
оси. Предполагается, что ось Z направлена 
перпендикулярно плоскости чертежа. Если 
связать систему координат с индуктором и 
рассматривать любые точки деталей, нахо-
дящихся в зоне его действия с фиксирован-
ными координатами x и z в фиксированный 
момент времени, то с каждой из этих точек 
может быть сопоставлена своя функция ис-
точников, которая запишется в виде F = F(y), 
что в общем случае F = F(x, у, z, t). 

Пусть система координат будет связана 
с деталями. Деталь в направлении оси Y ра-
зобьем на n равных частей. Назовем эти час-
ти дискретными элементами. Проведем рас-
чет для каждого участка отдельно. 

Координатами границ участков являются 
y1, у2, уj, уn. Число элементов подбирается 
исходя из необходимой точности решения 
задачи и приемлемой длительности счета. 

Условия нагрева каждого элемента при-
мем зависящими только от начальных усло-
вий и функции источников и не зависящими 
от условий нагрева соседних элементов. Это 

допущение обосновывают тем, что обычно 
длина деталей, наплавляемых комбиниро-
ванным способом, в десятки раз и более пре-
вышает толщину. 

Изменение характеристик рассматри-
ваемой системы в направлении оси Z для 
простоты учитывать не будем.  

Однако такой подход к расчету теплово-
го поля внутри детали позволяет учитывать 
тепловые процессы, хотя и в редких случаях.  

Таким образом, функция источников для 
отдельного элемента примет вид F = F(x, t). 

Алгоритм расчета электротепловых про-
цессов в модели при известном начальном 
распределении температуры заключается в 
следующем: 
 - исходя из имеющегося температурного по-
ля находят удельное электрическое сопро-
тивление и магнитную проницаемость в каж-
дом дискретном элементе области загрузки; 
 - исходя из положений деталей определяем 
распределение тепловых источников в дета-
лях по длине индуктора F(y); 
- для каждого дискретного элемента загрузки 
определяем функции внутренних тепловых 
F(x,t) источников и вычисляем температурное 
поле на текущем временном слое, опреде-
ляемом шагом по времени Ń; 
- исходя из принятого закона перемещения 
изделий фиксируем расположение деталей 
относительно индуктора на следующем вре-
менном слое. 

Если критерии окончания процесса, оп-
ределяемые технологом, например, достиже-
ние в заданной точке максимальной темпера-
туры, не удовлетворены, то происходит пере-
ход к первому пункту. В противном случае 
процесс вычислений прекращается. 

На рисунке 2 приведен отрезок системы 
индуктор-загрузка, выделенный по границам 
одного элемента дискретизации с координа-
тами точек разбиения уj и уj+1. 

На поверхности наплавляемой детали 1 
показан слой шихты 2. Распределение внут-
ренних источников по длине индуцирующих 
токопроводов 3, а также функции внутренних 
источников в сечении abсd могут быть с дос-
таточной точностью установлены методом 
магнитных схем замещения [3]. 

Для каждого элемента считаем, что его 
магнитная проницаемость «µ» и удельное 
электрическое сопротивление «с» постоянны 
во всех точках на данном временном слое. 
Такое допущение можно обосновать тем, что 
глубина проникновения тока для стальных 
деталей на применяемых частотах не пре-
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вышает 2-3 мм. В пределах этих величин из-
менение электрофизических свойств по глу-
бине незначительно. 

 
 

Рисунок 2 - Отрезок системы индуктор-нагрузка, 
выделенный по границе дискретного элемента 

 
Глубина проникновения тока может быть 

рассчитана по известной формуле: 
  
  

         (1) 
где f – частота тока, Гц.                                                                              

Частота тока в индукторе может быть 
принята постоянной для данного технологи-
ческого процесса. Переменные «с» и «µ» 
должны на каждом временном слое опреде-
ляться заново. Таким образом, функция глу-
бины проникновения упростится и примет вид 
∆(с, µ). 

Для часто встречающегося на практике 
случая, когда глубина проникновения тока в 
материал детали меньше ее толщины более 
чем в 2-2,5 раза, могут быть применены фор-
мулы для плоской электромагнитной волны, 
падающей на полуограниченное металличе-
ское тело с плоской поверхности.  
В этом случае удельная мощность источни-
ков на глубине ∆ от поверхности детали, об-
ращенной к индуктирующим проводам, будет: 
 

                 (2) 
 
где δ – амплитуда плотности тока на поверх-
ности нагреваемой детали, А/м2; ∆(с, µ) – 
глубина проникновения тока в материал де-
тали, м; ρ – удельное сопротивление, Ом•м. 

Функция µ(Н) должна определяться по 
конкретной кривой намагничивания для стали 
заданной марки. Для усредненной кривой на-
магничивания углеродистых сталей можно 
принять: 

  
   (3) 
Для расчета температурного поля в дис-

кретных элементах области загрузки запи-

шем третью краевую задачу теплопроводно-
сти для гомогенной изотропной среды, в виде 
следующей сводки формул (4): 

T(x, 0) = Tc, 0 ≤ x ≤ 1, t = 0; 
 
 

 
 

 
где а - температуропроводность материала 
детали; λ – коэффициент теплопроводности, 
Вт/(м⋅°С); α – коэффициент теплоотдачи, 
Вт/(м2⋅°С); I – толщина детали на расчетном 
участке, м; Тс – температура окружающей 
среды, °С; с – удельная теплоемкость, 
Дж/(кг⋅°С); d – плотность, кг/м3. 

Такая задача может быть решена мето-
дом разделения переменных путем пред-
ставления искомого решения в виде ряда Фу-
рье по собственным функциям задачи Штур-
ма-Лиувилля с граничными условиями III ро-
да [4].  

Связь электромагнитного поля с темпе-
ратурным обусловлена зависимостью удель-
ного сопротивления и магнитной проницае-
мости от температуры. Эта связь в модели 
поддерживается специальным порядком по-
строения функций источников. 

Разобьем весь временной интервал, в 
течение которого происходит нагрев j-тогo 
элемента дискретизации, на s временных от-
резков. Индекс отдельного временного отрез-
ка обозначим i, i = 1,..., s. Для каждого эле-
мента функция источников на очередном 
временном отрезке вычисляем после прове-
дения вычислений для всех предшествующих 
временных отрезков с учетом изменения 
свойств среды. 

Таким образом, в процессе проведения 
численного эксперимента функция источни-
ков как бы достраивается, и для каждого по-
следующего временного слоя расчет темпе-
ратурного поля проводится с новой функцией 
источников. 

Выражение для F(x, t) представляется 
кусочно-непрерывной функцией и может быть 
записано в следующем виде: 
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где функция Хевисайда определяется выра-
жением 
   
 
 
(s - число отрезков представления F(x, t); F(x, 
t) – непрерывная на всем исследуемом от-
резке времени функция, отражающая харак-
тер изменения тепловых источников). 

Для частного случая, когда электромаг-
нитное поле воздействует с одной стороны 
нагреваемой пластины, с учетом выражения 
(1) получим 
                              

                  (6) 
 
 

Если нагрев двусторонний, как в приме-
ре на рис. 2, то выражение для функции ис-
точников можно записать следующим обра-
зом: 
 

                      (7) 
 
 
И тогда 
 
 

 (8)  
 

В рассматриваемой модели технологи-
ческого процесса при решении тепловой час-
ти задачи существует возможность учета 
влияния аллотропических превращений, про-
исходящих в стали в процессе нагрева. Это 
можно сделать специальным выбором функ-
ций источников на каждом временном слое.  

Влияние аллотропических превращений 
на изменение глубины проникновения тока и 
на зависимость удельной мощности от на-
пряжения на индукторе учитывается в элек-
трической части задачи при проведении рас-
чета индуктора. Расчет индуктора в данной 
работе не рассматривается. 

При разработке численной реализации 
модели использовали модульный принцип. 
Модель содержит блоки электрического рас-
чета, теплового расчета, а также информаци-
онно-логический блок [5].  

Модель позволяет рассчитать темпера-
турное поле в системе на разных этапах тех-
нологического процесса и получать инфор-
мацию о потреблении энергии от внешнего 

источника питания и выделении ее в загруз-
ке.  

Варьируя геометрические размеры ин-
дуктора, форму и закон перемещения дета-
лей, мощность, потребляемую от генератора, 
можно определить наиболее благоприятные 
технологические параметры процесса с точки 
зрения экономичности, производительности и 
качества изделий. При этом граница начала 
плавления шихты должна выбираться на не-
котором расстоянии от выходной кромки ин-
дуктора в диапазоне от amin до аmах (рис. 1).  

Границы этого диапазона рассчитывают 
исходя из принятого закона перемещения 
деталей и жесткости режима нагрева и из 
условия обеспечения требуемого времени 
протекания металлургических процессов в 
плавящейся шихте. 

В качестве примера приведем результа-
ты применения модели для разработки тех-
нологического процесса индукционной на-
плавки односторонних лап культиваторов 
С.1.7 сплавом ПС-14-60 (Тпл = 1150 °С). 

В качестве примера технологического 
оборудования в расчете принимали высоко-
частотный генератор ВЧГ 7-160/0,44 с номи-
нальной колебательной мощностью 160 кВт и 
частотой 440 кГц. Длину зоны действия элек-
тромагнитного поля индуктора выбирали в 
диапазоне от минимального Lmin до макси-
мального Lmax значений по формулам: Lmin = 
md + Id; Lmax = d(n + 1) + Id – Ld, (где d - шаг 
расположения деталей на транспортирую-
щем устройстве, м;  Ld - длина наплавляемого 
участка детали, м;  Id -  длина утолщенной 
части наплавляемого участка, м;  т – число 
деталей, находящихся во время остановов в 
индукторе). Исходные значения следующие: 
d = 0,45 м; Ld = 0,4 м; Id = 0,1 м.  

Получено при расчете: m = 2; длина ин-
дуктора L = 1,025 м; время передвижения де-
талей на один шаг - 9 с; время остановов - 4 
с; время, затрачиваемое на наплавку одной 
лапы - 12 с.  

Расчетные размеры индуктора в зонах 
интенсифицированного нагрева следующие: 
зазор между токопроводами - 20 мм, ширина 
токопроводов - 25 мм, для остальной части 
зоны - 30 и 35 мм, соответственно. 

Расстояние от выходной кромки индук-
тора до границы плавления шихты принято 
считать равным 30-40 мм.  

Затраты электроэнергии на одну деталь 
(без учета потерь в генераторе) - 0,64 кВт•ч. 

Технологически весь процесс наплавки 
при найденных оптимальных условиях необ-
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ходимо проводить при стабилизированном 
токе индуктора и анодном напряжении гене-
ратора в интервале 9,5-10,5 кВ. Сигнал, про-
порциональный току индуктора, необходимо 
снимать с применением специальной систе-
мы измерения тока [6], а затем подавать на 
блок управления генератором для его стаби-
лизации по току индуктора. 

На рисунке 3 приведены температурные 
кривые, полученные расчетом для устано-
вившегося режима системы для средних то-
чек поверхности двух дискретных элементов, 
выделенных в утолщении (кривая 1) и в бо-
лее тонкой части (кривая 2). 

На рис. 4 приведены расчетные кривые, 
задаваемые в виде кусочно-постоянных 
функций изменения плотности внутренних 
тепловых источников F(x, t) при х = 0, дейст-
вующих в утолщенной (кривая 1) и более тон-
кой (кривая 2) частях реальной детали. 
 

 
Рисунок 3 - Изменение температуры в средних 
точках поверхности: 1, 2 - дискретные элементы 

Эти кривые при описанной выше техно-
логической схеме процесса индукционной 
наплавки, как следует из расчетов, соответ-
ствуют наиболее благоприятному выбору 
всей совокупности управляющих параметров. 

Анализ расчетных и экспериментальных 
данных показывает, что для рассматриваемо-
го случая отклонение вычисляемых значений 
технологических параметров от эксперимен-
тальных не превышает 10-16%. 
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Рисунок 4 - Изменение плотности внутренних 
тепловых источников при наплавке односторон-

них лап культиваторов С.1.7 

Связь электромагнитного поля с темпе-
ратурными полями в детали устанавливается 
зависимостью удельного сопротивления и 
магнитной проницаемостью поверхностного 
слоя упрочняемых деталей от температуры и 
поддерживается специальным порядком по-
строения функций внутренних тепловых ис-
точников. 

Тогда для каждого элемента разбиения 
области загрузки индуктора функция тепло-
вых источников на очередном временном 
слое вычисляется после проведения вычис-
лений для всех предшествующих временных 
слоев с учетом изменения свойств среды.  

 

Таблица 1 - Экспериментальные расчетные 
значения температуры на границе шихты ме-
талла 
у, мм Трасч, 

оС Тэксп, 
оС ∆Т, оС ∆Тотн, % 

0 1040 1100 60 5,5 
40 1040 1080 40 3,7 
80 1040 1090 50 4,6 
120 1040 1050 10 0,9 
160 1040 1020 20 1,2 
200 1040 1030 10 1,0 
240 1040 1070 30 2,8 
280 1040 1160 120 10,3 
320 915 940 25 2,7 
360 915 960 45 4,7 
400 915 945 30 3,2 

 
В табл. 1 приведены эксперименталь-

ные, полученные по методике работы [7], и 
расчетные значения температуры в точках 
поверхности детали на границе металл-
шихта, соответствующие границам дискрет-
ных элементов, при суммарном времени на-
грева для каждого рассчитываемого участка, 
равного 20 с. 

Таким образом, в процессе проведения 
численного эксперимента функция тепловых 
источников как бы достраивается, и для каж-
дого последующего временного слоя расчет 
температурного поля проводится с новой 
функцией тепловых источников.  

Полученная модель может применяться 
и для разработки технологических процессов 
индукционной наплавки лемехов, односто-
ронних и стрельчатых лап культиваторов, 
ножей и других деталей переменного сечения 
[1-2].  
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а. 

 
б. 

Рисунок 5 - Характер распределения темпе-
ратуры на упрочняемой поверхности на де-

талях, имеющих различную толщину:  
а - тонкие детали (до 6 мм);  

б - толстая деталь (10 мм и более) 
 

В качестве примера нами исследовался 
процесс индукционной наплавки тонких дета-
лей от 4 до 7 мм и толщиной от 7 до 20 мм., а 
также соответствующие  температурные 
профили (рис. 5-6).  

Оказалось, что для плоских деталей, 
максимальная температура создается в цен-
тре участка (∆Т1, ∆Т2) упрочняемой поверхно-
сти (рис. 5). Однако, как следует из рис. 5, 
температуры отличаются с торцевой части и 
там, где соприкасается нагреваемая поверх-
ность с оставшейся частью изделия. 

По результатом проведенных нами экс-
периментальных исследований температуры 
на упрочняемой поверхности изделия имею-
щего переменное сечение, можно предска-
зать ожидаемый перегрев твердого сплава 
как в тонкой части детали, так и в толстой, 
там где происходит соприкосновение упроч-
няемой поверхности и основного металла. 

Так, например, в случае, когда упроч-
няющая поверхность по сечению имеет фор-
му клина, температурное поле значительно 
изменяется. У тонкой части детали макси-
мальные температуры возникают на острие 
клина (∆Т3) и имеют значительные градиенты 
по краю ∆Т4. 

В процессе же ТВЧ-нагрева при реали-
зации индукционной наплавки комбинирован-
ным способом  температура поверхности де-
тали, имеющей сложное переменное сечение 
как вдоль, так и поперек нагреваемого участ-
ка, изменяется в толстой, средней и тонкой 
частях по-разному (рис. 6), но общий ход за-
висимости совпадает с профилями темпера-
тур, приведенными на рис. 5. 

В начальный период процесса (до точки 
Кюри) нагрев тонкой части происходит быст-
рее. Это обусловлено толстой части детали, 
в которую отводится тепло нагреваемого 
верхнего слоя. Изменение температуры в 

других частях детали происходит до тех пор, 
пока верхний слой не прогреется до темпера-
туры слоя, соприкасающегося с наплавочной 
шихтой детали. 

В интервале высоких температур отста-
ет нагрев тонкой части из-за больших потерь 
на излучение. Поэтому разность между излу-
чаемой и получаемой энергей уменьшается. 
В связи с этим средняя часть поверхности 
детали нагревается до более высокой темпе-
ратуры, чем тонкая. 

 
Рисунок 7 - Нагрев поверхности детали слож-

ного профиля с переменным сечением 

Максимальная температура при нагреве 
подобных деталей достигается в средней 
части ∆Т5, а не в тонкой. 

Реально наблюдаемая неравномерность 
нагрева детали, упрочняемой комбинирован-
ным способом индукционной наплавки, усу-
губляется также и значительными отклоне-
ниями в толщине периодического проката, из 
которого изготавливаются рабочие органы 
сельскохозяйственных машин и короблением 
неравномерно прогретой заготовки. Поэтому 
обеспечить равномерность ТВЧ-нагрева всех 
участков деталей сложной формы в индукто-
ре практически невозможно [7]. 
 

Выводы 
1. На основе решения третьей краевой 

задачи теплопроводности для гомогенной 
изотропной среды с помощью метода разде-
ления переменных, путем представления ис-
комого решения в виде ряда Фурье по собст-
венным функциям задачи Штурма-Лиувилля с 
граничными условиями III рода, разработана 
математическая модель тепловых процессов 
в деталях с переменным поперечным сече-
нием, нагреваемых высокочастотным элек-
тромагнитным полем. 

2. При представлении системы деталь-
индуктор конечными элементами с заданны-
ми размерными параметрами удалось полу-
чить профили изменения температуры в 
средних точках и на  поверхности деталей 
типа параллелепипеда и клина в виде кусоч-
но-постоянных функций изменения плотности 
внутренних тепловых источников, действую-
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щих как в утолщенной, так и более тонкой его 
частях. 

3. С помощью разработанной модели 
проведен пробный расчет параметров техно-
логического процесса индукционной наплавки 
односторонних лап культиваторов С.1.7 
сплавом ПС-14-60 (Тпл = 1150 °С). 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке  

гранта РФФИ № 11-08-98016-р_сибирь_а. 
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