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Методы могут быть реализованы с по-
мощью достаточно простых устройств, со-
держащих источник опорного напряжения, 
аналоговый ключ, два аналого-цифровых 
преобразователя и контроллер. 
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ЭЛЛИПСОИДЫ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ДЛЯ ОЦЕНИВАНИЯ 
ПАРАМЕТРОВ ЛИНЕЙНЫХ ЭМПИРИЧЕСКИХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 

Е.М. Сесин, В.М. Белов 

В данной работе рассмотрены вопросы оценивания параметров линейных эмпирических зависимо-
стей, разработан блок алгоритмов оценивания параметров экспериментальных k -параметрических ли-
нейных зависимостей эллипсоидами неопределенности. Указанный блок алгоритмов является синтезом 
идей обобщенного метода центра неопределенности [1] и метода эллипсоидов [2]. 

Ключевые слова: обобщенный метод центра неопределенности, метод эллипсоидов. 

Пусть в результате эксперимента полу-
чено n  измерений и для каждого измерения 
получены данные в виде четверки значений 

IRradmidradmid yxyyxx ,),(),(),(),( .  

Пусть nii ,1,0 x  и при 

 jijiji yyxx , . 
Пусть также задано число 

nkNk  2,  - количество параметров ис-
комой зависимости. 

Необходимо оценить значения парамет-
ров линейной k -параметрической полиноми-
альной зависимости y  от x , то есть найти 

коэффициенты IRj a  полинома 
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1),( xax  таким образом, чтобы 

nikF ii ,1),,(  xy . 
Для нахождения начального приближе-

ния необходимо найти внешнюю оценку объ-
единенного множества решений интерваль-
ной системы линейных алгебраических урав-
нений (ИСЛАУ): 
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где .,, kkk IRIRIR  yaX  
Для этого, согласно [3], необходимо най-

ти формальное решение ИСЛАУ 
.0)(  yaaXI  Для формального ре-

шения данной ИСЛАУ будем использовать 
субдифференциальный метод Ньютона. 

Так как kKR  не является линейным 
метрическим пространством, то для приме-
нения большинства методов решения ИСЛАУ 
необходимо построить биективное отображе-
ние из kKR  в какое-либо линейное метриче-
ское пространство, выполнить решение 
предложенным методом и применить к ре-
зультату обратное отображение. 



ЭЛЛИПСОИДЫ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ДЛЯ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ ЛИНЕЙНЫХ ЭМПИРИЧЕСКИХ 
ЗАВИСИМОСТЕЙ 

Е.М. СЕСИН, В.М. БЕЛОВ 51

В нашем случае такое биективное ото-
бражение существует, его называют погру-
жением kk RKRsti 2:   и выполняют по 

формуле: 
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Согласно [3], это отображение аддитив-
но и однородно, поэтому применяя отобра-
жение к векторам ИСЛАУ, получим индуциро-
ванную СЛАУ: 
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В [3] доказывают, что введенное таким 
образом индуцированное отображение 

kk RRS 22:   непрерывно. 
Введем некоторые необходимые поня-

тия. Пусть евклидово пространство qR  упо-
рядочено частичным порядком  . Отобра-
жение qp RRF :  называют порядково вы-
пуклым относительно  , если 
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В [3] доказывают, что отображение 
kk RRS 22:  является порядково выпуклым 

относительно покомпонентного порядка 
}2,1,,,|{ 2 kibaRbaba ii

k  . 

Пусть евклидово пространство qR  упо-
рядочено частичным порядком   и отобра-
жение qp RRF :  порядково выпукло от-
носительно  . Субдифференциалом ото-
бражения F  в точке pRx  называют мно-
жество, обозначаемое )(xF , которое обра-
зовано всеми такими линейными оператора-
ми qp RRD : , что 

pRvvFvxFvD  ),()()( . 
Элементы множества )(xF  называют 

субградиентами отображения F  в точке x . 
Если множество )(xF  не пусто, то говорят, 
что отображение F  субдифференцируемо в 
точке x . 

В [3] доказывают, что отображение 
kk RRS 22:   субдифференцируемо в каж-

дой точке. Исходя из этого, можно применять 
модифицированный метод Ньютона, в кото-
ром вместо дифференциала используют суб-
дифференциал. 

Алгоритм субдифференциального мето-
да Ньютона: Выбираем некоторое начальное 

приближение kRx 2)0(  , если )1( k -ое 
приближение уже найдено, то вычисляем ка-
кой-либо  субградиент )1( kD  отображения S  
в точке )1( kx  и полагаем 

)()( )1(1)1()1()(   kkkk xSDxx  , где 
]1,0(  - параметр релаксации. 

В [3] доказана сходимость метода к точ-
ному решению при 1  для широкого клас-
са задач, а также сходимость метода при 

1  к некоторому приближенному решению 
для любых задач. Также в [3] приводят фор-
мулы для вычисления субдифференциала  
отображения S  в любой точке. 

В качестве начального приближения 
)0(x , можно взять решение системы 

0)()())((  yaaXI midmidmid , кото-
рое получают, например, методом Гаусса с 
выбором главного элемента. 

Таким образом, применяя субдиффе-
ренциальный метод Ньютона к индуцирован-
ной СЛАУ и возвращаясь при помощи обрат-
ного отображения 1sti  в интервальное про-
странство, получаем вектор ),,( 1 kaaa  . 

Необходимо также отметить, что вектор a  в 
общем случае принадлежит kKR  и может не 
принадлежать kIR , поэтому для получения 
верного результата к вектору a  необходимо 
применить следующую операцию 
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тат которой принадлежит kIR  и является, 
таким образом, начальным приближением. 

Интервальный вектор ),,( 1 kaaa  , 
полученный на предыдущем шаге, можно 
рассматривать не только как элемент про-
странства kIR , но и как прямоугольный па-
раллелепипед с параллельными базису про-
странства kR  ребрами: 
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Назовем P  множеством неопределен-

ности начального приближения. Рассмотрим 
теперь результат m -того измерения, где 

nmk  . 
В пространстве параметров kR  резуль-

тат измерения, согласно [4], представляет 
собой пару открытых множеств, заключенных 
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между двумя параллельными гиперплоско-
стями: 
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где ja  - j -тая координата центра рассмат-

риваемого множества неопределенности A . 
Назовем эти множества полосами. 

В качестве уточненного решения с уче-
том m -того измерения необходимо взять 
максимальное по объему пересечение поло-
сы с рассматриваемым множеством неопре-
деленности A . Проблема состоит в том, что 
уже после первого пересечения множество 
A  в общем случае представляет собой дос-
таточно сложное выпуклое тело, и вести с 
ним прямые расчеты весьма сложно. Поэтому 
целесообразно выбрать в качестве оцени-
вающего тела для множества A  k -мерный 
эллипсоид: 

}1)),((|{),( 1   axaxQRxQaE kk , 

где kk RRQ   - симметричная положи-
тельно определенная характеристическая 
матрица, а kRa   - центр эллипсоида. 

Таким образом, задачу уточнения сводят 
к: 

1. Внешней оценке множества неопре-
деленности начального приближения P  эл-
липсоидом минимального объема. 

2. Внешней оценке пересечения эллип-
соида и полосы эллипсоидом минимального 
объема. 

3. Внешней оценке эллипсоида парал-
лелепипедом с параллельными базису реб-
рами минимального объема для получения 
интервальных оценок решения задачи на по-
следнем шаге.  

Рассмотрим каждый из пунктов более 
подробно. 

Эллипсоидом минимального объема для 
параллелепипеда начального приближения 
P  является описанный эллипсоид. В данной 
работе была сформулирована и доказана 
следующая 

Теорема 1: Для параллелепипеда на-
чального приближения ),( rcP  описанный 
эллипсоид имеет вид ),( QcE , где 
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Доказательство:  
Рассмотрим аффинное преобразование 

bxAy  , переводящее параллелепипед 

),( rcP  в k -мерный куб ),( 1P , где 

)1,,1,1( 1 . Искомый описанный эллипсо-
ид переходит при таком преобразовании в 
описанную вокруг куба сферу ),( SQE  . 
Найдем параметры этого преобразования. 

Для этого сначала необходимо найти 
формулу результата действия преобразова-
ния bxAy   на параллелепипед ),( rcP . 
Заметим, что, так как соответствующие друг 
другу ребра параллелепипеда P  параллель-
ны ребрам  куба, то аффинное преобразова-
ние есть сжатие (или растяжение) и/или 
сдвиг, и  матрица ),1,( kiadiagA i  . Вы-

разим )(1 byAx    и подставим в уравне-
ние ),( rcPx  , получим 

),(),()( 111 rcPbAyArcPbyA  

. Так как матрица A  диагональна, то  
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Теперь необходимо найти параметры A  
и b  преобразования ),(),( 1 PrcP . 
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Имеем 1 rAbcA , , отсюда 
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Обратное преобразование dxCy   
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Теперь найдем параметры описанного 
эллипсоида для куба ),( 1P . Таким эллип-
соидом является описанная сфера 

),( SQE  . Согласно [1], для сферы матрица 

SQ  имеет вид )( 2rdiagQS  . Радиус опи-

санной сферы для куба ),( 1P  равен 

kr  |||| 1 , поэтому 

),1,( kikqdiagQ iS  . 
Согласно [1], аффинное преобразование 

bxAy   преобразует эллипсоид ),( QgE  

в эллипсоид ),( TAQAbgAE  . Применим 

обратное преобразование к кубу ),( 1P  и 

сфере ),( SQE  , получим параллелепипед 

),( rcP  и эллипсоид 
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Теорема доказана. 
Определение полосы, данное выше, 

можно переписать в виде 
   ynayIRRaPl kk ),(|,y  и 

   ynayIRRaPl kk ),(|, y , 

где kk IRxxxn   x),)(,,)(),(,1( 12   и 
kk IRxxxn   x),)(,,)(),(,1( 12  – век-

торы нормали к плоскостям соответствующей 
полосы. Заметим, что в таком виде неравен-
ства, задающие полосы, неудобны для рас-
четов, так как векторы нормали не нормиро-
ваны, поэтому прежде чем переходить к 
дальнейшим расчетам, неравенства следует 
разделить на норму соответствующего векто-
ра нормали. 

Теперь задача принимает вид: найти оп-
тимальную эллипсоидальную оценку пересе-
чения эллипсоида ),( QaE k  с полосой 

 .1||||,),(|,   nynayIRRaPl kk y

Согласно [1], решением такой задачи являет-
ся эллипсоид 
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Если 01 ckc , то 
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
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

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

224 )(2   ccts  ,  

,5.0 A /AB   

)1)((5.0 2   cc . 
Иначе, 0,1  BA . 

Под операцией )( ba   следует пони-
мать диадное произведение, результатом 
которого является матрица 

}|,1,,1,{ jiijij bankjkinN  . 
В [1] также доказывают оптимальность 

полученного таким образом эллипсоида. За-
метим, что если полоса не пересекает эллип-
соид ( 1c  или 1c ), то измерение, ко-
торому она соответствует, является противо-
речивым и не участвует в дальнейших расче-
тах. 

Объем эллипсоида ),( QaE k  равный, 

согласно [1], )det(

2
2

2
Q

k

k







 



  пропорциона-

лен )det(Q , поэтому можно сравнивать объ-
емы эллипсоидов, вычисляя только )det(Q . 

Параллелепипедом минимального объ-
ема с параллельными базису ребрами для 
эллипсоида будет описанный параллелепи-
пед. Согласно [1], длина ребер такого парал-
лелепипеда, параллельных i -тому вектору 

базиса составляет iiQ2 . 
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Таким образом, интервальный вектор 
),,,( 21 kaaaa  , являющийся решением 

задачи, получают из эллипсоида 
}1)),((|{ 1  

nnn
kk

n axaxQRxE   
по следующей формуле: 

kiQaQa iininiinini ,1],)()(,)()[( a  
Дальнейшее развитие предусматривает 

улучшение алгоритмов за счет учета не толь-
ко граничных значений интервала неопреде-
ленности независимой переменной, но и все-
го диапазона значений указанного интервала. 
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