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Рассмотрены методы нелинейного томосинтеза, основанные на оценках нелинейного  

обратного проецирования, пригодные для решения задач малоракурсной томографии. Про-
ведено их сравнение с классическими методами обратного проецирования. Приведены при-
меры реконструкции и математического моделирования. Перечислены сферы успешного 
применения нелинейного томосинтеза. Отмечены преимущества оценок нелинейного об-
ратного проецирования над линейными при решении остро некорректных реконструктив-
ных задач. 
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Методы нелинейного обратного проеци-
рования и «нелинейный томосинтез» 

 
В настоящее время усилился интерес 

исследователей к нелинейным статистиче-
ским методам решения реконструктивных 
задач, которые в своей изначальной поста-
новке являются линейными и детерминист-
cкими [1-10]. Среди факторов, обуславли-
вающих данную тенденцию, необходимо 
отметить следующие: 1) нелинейные оцен-
ки решений интегральных проекционных 
уравнений, как правило, значительно более 
точны, чем линейные, и могут быть получе-
ны без дополнительных вычислительных 
затрат, 2) они работоспособны при восста-
новлении изображений по неполным дан-
ным, в то время как для многих практически 
важных задач данного класса подходы, ос-
нованные на линейных оценках непригодны 
в принципе, 3) априорная информация о 
восстанавливаемом объекте естественным 
образом учитывается в форме нелинейных 
статистических ограничений на решение, 4)  
статистический подход позволяет разраба-
тывать «мягкие» математические модели, 
преодолевая тем самым «жесткость» 
детерминистcких методов в которых опытные 
данные и лежащие в основе решения задачи 
гипотезы часто оказываются несовместными, 
5) статистические методы более, чем 
детерминистcкие, пригодны для решения 
синтетических задач, поскольку в них имеют-
ся пригодные для этой цели формальные 
процедуры («решаюшие правила», «решаю-
щие функции» и т.п.). 

Среди методов этого класса наиболее 
последовательными и концептуально безу-
пречными являются методы, основанные на 

вариационных принципах статистики (мак-
симума энтропии [10], максимального прав-
доподобия и др.), однако сфера их приме-
нимости достаточно ограничена прежде все-
го благодаря отсутствию гибкости в учете 
специфики объекта контроля, что, приводит к 
известной «бедности» синтезированных изо-
бражений конкретным содержанием, а иногда 
и к грубым артефактам. Отмеченные недос-
татки в значительной степени преодолены в 
рамках «структурно-ориентированного»  под-
хода [9] к исследованию и реконструкции 
объектов  Разработанные прежде этого под-
хода методы нелинейного обратного проеци-
рования [1-7] оказались тесно связанными с 
ним как идеологически, так и технически. 
«Математическая техника» нелинейного об-
ратного проецирования активно используется 
в нем для конструирования  «мер сходства» и  
«мер различия» как неклассических статистик 
[8,9] 

Концепция обратного проецирования яв-
ляется одной из старейших и, в то же время 
одной из наиболее жизнеспособных в томо-
графии.  

Функция t (x, y, z), описывающая внут-
реннее строение объекта исследования, 
должна быть решением системы N инте-
гральных проекционных уравнений. Луч-
суммы Pn (x, y, z), инцидентные точке (x, y, z)  
объекта контроля, определены во всем объ-
екте, хотя и измеряются на какой-то «плоско-
сти регистрации». (Здесь N число ракурсов, а 
n номер ракурса). Базовой оценкой для t (x, y, 
z), в классическом методе обратных проек-
ций является линейное усреднение (т.е. 
средне-арифметическое):   

 
Т (x, y, z) =  (P1 + P2 + …+ PN) / N . (1) 
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Характерно, что, несмотря на обилие но-
вых реконструктивных алгоритмов, наиболее 
часто употребляемые среди них это модифи-
кации метода обратных проекций. Осуществ-
ляемые путем внесения в этот базовый 
«суммационный» алгоритм (1) различных 
процедур фильтрации ― предобработки про-
екций и постобработки томограмм (таких, на-
пример, как «метод обратных проекций с 
фильтрацией сверткой» и пр.). В рамках этих 
модификаций относительно легко могут быть 
решены проблемы с «некорректностью» за-
дачи реконструкции путем специальной 
фильтрации с учетом особенностей типично-
го объекта контроля. К сожалению, этим пу-
тем преодолевается лишь «слабая некор-
ректность» и такого рода методы применимы 
лишь для решения многоракурсных задач.  

В работах [1, 6, 4] была осуществлена 
более радикальная модификация  классиче-
ского обратного проецирования за счет сме-
ны самой  базовой оценки на нелинейную,  

 
T (x, y, z) = f  (P1, P2,..., PN)   (2) 

 
где функция  f инвариантна относительно 
любых перестановок своих неотрицательных 
аргументов.  

Дальнейшее совершенствование мето-
дов (2) нелинейного обратного проецирова-
ния достигается за счет процедур предобра-
ботки и постобработки т.е. как и в случае (1) 
базовая оценка (2) «обрастает» техникой 
фильтрации. Для этой цели систематически 
используются структурно-ориентированные 
(т.е. теоретико-групповые статистические) 
методы обработки изображений [9]. В отли-
чие от модификаций (1) методы нелинейного 
обратного проецирования (НЛОП) пригодны 
для решения остро некорректных задач, в 
частности они вполне адекватны для реше-
ния задач малоракурсной томографии. 

С математической точки зрения методы 
НЛОП уже хорошо изучены [4, 6] В частности, 
показано, что метод минимальных проекций 
(частный случай (2) с использованием в каче-
стве f первой порядковой статистики) являет-
ся решением задачи минимизации с ограни-
чениями для норм невязок на классе нели-
нейных усреднений. Проведено сравнение  
классического обратного проецирования с  
методом минимальных проекций. Выявлены 
связи между методами НЛОП и известными 
методами ПНВМ (проекций на выпуклые 
множества) [11]. Разработаны итерационные 
алгоритмы НЛОП  

К настоящему моменту на основе этих 
методов (известных также как методы «нели-
нейного томосинтеза») решен ряд актуаль-
ных задач неразрушающего контроля. Пере-
числим некоторые из них:   

1) контроль крупногабаритных изделий 
(деталей машин, компонентов авиационной и 
космической техники и т.п.) с использованием 
малогабаритных бетатронов и линейных ус-
корителей в качестве источников излучений;  

2) контроль микросхем и других изделий 
микроэлектроники; 

3) контроль компонентов ядерных реак-
торов и атомных электростанций в действии 
(в особенности томографическая визуализа-
ция трещин в работающих компонентах);   

4) диагностика сварных швов;  
5) контроль строительных конструкций (в 

частности, железобетонных стен, толщиной 
до 0.6 м.) 

6) контроль багажа на транспорте в усло-
виях террористической угрозы;  

7) решение некоторых задач обработки 
изображений в криминалистике;  

8) томографическое исследование про-
изведений искусства и памятников архитек-
туры. 

Поскольку данный класс реконструктив-
ных методов пока еще недостаточно полно 
представлен в литературе, задачей этой ко-
роткой статьи является дать о нем самое об-
щее представление и проиллюстрировать 
некоторыми примерами.   

 
Типичные оценки нелинейного обратного 

проецирования 
 

Оценки НЛОП могут быть как аналитиче-
скими, так и статистическими. Наиболее 
употребителен статистический подход, так 
что функция (2) может рассматриваться как 
некоторая статистика – функция случайной 
выборки  (P1, P2,..., PN) . Например, оценка (1) 
есть просто частный случай (2) – линейное 
усреднение. Еще один важный (существенно 
нелинейный) частный случай (2) 

 
{ } ),...,,min(,, 21 NPPPzyxTT ==  (3) 

― оценка НЛОП, широко используемая в  
«методе минимальных проекций» [1,4,6]. Од-
на из основных предпосылок концепции не-
линейного обратного проецирования заклю-
чается в том, что (2) в действительности 
представляет собой некоторое нелинейное 
усреднение, используемое вместо (1) и, та-
ким образом, большое значение имеет класс 
оценок из  
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где F(P) в (6) монотонная, неотрицательная 
функция, так что нелинейное уравнение (6) 
разрешимо относительно f и существует об-
ратное преобразование F-1 (например, f есть 
среднее геометрическое при F(P) = lnP, сред-
нее геометрическое при F(P) = 1/Р и т.д.).  

 
Схемы регистрации проекционных дан-

ных в цифровом томосинтезе 
 

При решении задачи трехмерной ре-
конструкции схема регистрации проекций 
чаще всего выбирается такой же,  как в клас-
сическом томосинтезе. На рисунке 1 приве-
дена типичная схема регистрации проекций в 
томосинтезе с «копланарной» геометрией, 
хорошо приспособленной для последующей 
«послойной визуализации» объекта контроля, 
в силу чего томосинтез довольно часто назы-
вается также «ламинографией» [5], что не-
редко дает повод считать копланарность од-
ним из основных признаков томосинтеза.  
Тем не менее цифровой томосинтез вовсе не 
привязан жестко к такой геометрии и, в прин-
ципе, визуализируемыми сечениями могут 
быть любые поверхности, проходящие через 
объект  контроля. 

С теоретической точки зрения важны два 
типа оценок НЛОП:  1) порядковые статистики 

),...,,( 21 Nk PPPSf =                    (4) 
(например, медиана, в случае k = N/2 или 
(N+1)/2, или оценка по методу минимальных 
проекций (7), в случае k = 1) и  2) нелинейные 
усреднения вида, 
 

∑
=

=
N

n
nPF

N
fF

1
)(1)(   (5) 

подмножества (2), определяемого ограниче-
ниями 

 
),...,,max(),...,,min( 2121 NN PPPfPPP ≤≤    (6) 

В классической копланарной геометрии 
объект контроля предполагается располо-
женным между плоскостью источников и 
плоскостью регистрации, которые парал-
лельны друг другу. Ось z в этом случае счи-
тается перпендикулярной плоскости регист-
рации и, таким образом, х, y ―  координаты 
на плоскости. Начало координат находится 
на плоскости регистрации (z = 0). N фиксиро-
ванных положений источника излучения на 
плоскости источника (z = F, где F ― фокусное 
расстояние) соответствуют N проекциям на 
плоскости регистрации. Положение произ-

вольного сечения объекта определяется па-
раметром z (z < F)  ― «глубиной залегания». 

 

 
 

Рисунок 1- Регистрация проекций в классическом 
томосинтезе 

 
При решении задач нелинейного томо-

синтеза удобным приемом является редуци-
рование путем несложных преобразований 
некомпланарной геометрии исходной задачи 
в компланарную. Например, некомпланарной 
(рисунок 2) является геометрия регистрации 
проекций при контроле, заполненных тепло-
носителем трубопроводов на атомных элек-
тростанциях [8]. При преобразовании схемы 
регистрации в копланарную в роли визуали-
зируемых сечений выступают развертки ци-
линдра. Разные ракурсы получаются за счет 
сдвига источника излучения вдоль оси вра-
щения трубы. 
 

 
Рисунок 2 - Регистрация проекционных данных  

для томосинтеза  (сканирование трубы) 
 

При этом параметр «глубины залегания 
сечения» меняется в пределах от внутренне-
го радиуса трубы до ее внешнего радиуса. 
При регистрации проекционных данных (ри-
сунок 2) сканер вращается вокруг трубы.  
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Сравнение классического и нелинейного 
томосинтеза путем математического мо-

делирования 
 

Некоторое представление о возможно-
стях томосинтеза с оценками НЛОП можно 
получить рассматривая следующий пример 
послойного восстановления по двумерным 
проекциям. На рисунке 3 представлены ре-
зультаты численного моделирования для то-
мосинтеза. Объект контроля (математически 
сгенерированный фантом) состоит из 8 па-
раллельных друг другу плоских слоев. Ин-
формационным содержанием отдельного 
слоя является изображение буквы из набора 
А, В, С,..., Н. На рисунке 3, а показаны четыре 
«тенеграммы» — результаты  «просвечива-
ния» объекта контроля с четырех позиций. На 
рис.3б представлены результаты восстанов-
ления для двух слоев по четырем проекциям. 
Слева — по классическому методу обратных 
проекций (1). Справа — по методу минималь-
ных проекций (3). На рисунке 3,в представле-
ны результаты восстановления для тех же 
самых слоев по 8 проекциям (помехи отсут-
ствуют). На рисунке 3, г можно видеть ре-
зультаты восстановления для двух других 
слоев объекта по 4 проекциям. 

 

 
а) 

 

 
б) 

 
в) 

 

 
г) 
 

Рисунок 3- Сравнение классического метода об-
ратных проекций с методом минимальных про-

екций 
 

«Бетатронная томография» на основе не-
линейного томосинтеза 

 
В предыдущем примере проекционные 

данные незашумлены. Для иллюстрации 
возможностей нелинейного томосинтеза при 
работе с реальными зашумленными данными 
рассмотрим пример послойной визуализации 
стального слитка (после обработки на об-
жимном стане) размерами 250*120*60 мм. 
(Эксперимент был подготовлен и осуществ-
лен совместно с коллегами из Фраунгофе-
ровского института IzfP, Саарбрюккен, Гер-
мания). 

Объект контроля просвечивался малога-
баритным бетатроном МИБ-6 и проекции ре-
гистрировались на рентгеновской пленке. Ка-
ждая из проекций соответствует определен-
ному положению объекта на поворотном сто-
ле. Шаг угла поворота был равен 45°. (Кассе-
та с пленкой поворачивалась вместе с объек-
том). Фокусное расстояние было равно 890 
мм, расстояние от источника излучения до 
оси вращения  ― 250 мм. Проекционные изо-
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бражения на пленках оцифровывались при 
помощи автоматического микроденситомет-
ра. На рисунке 4 представлены 8 нефильтро-
ванных радиографических проекций объекта.  

На рисунке 5 – рисунке 7 представлены 3 
томограммы объекта, синтезированные по 
набору из 8 фильтрованных проекций (ис-
пользовался вариант локально-линейной 
фильтрации) двумя способами. Вверху ― по 
классическому методу обратных проекций. 
Внизу ― по одному из вариантов нелинейно-
го обратного проецирования.  

 

 
 
Рисунок 4- Радиографические проекции  стально-

го слитка  
 

(В этом случае в качестве оценки НЛОП 
использовался аналог 2-й порядковой стати-
стики, точнее, из 8 луч-сумм выбиралась 2-я 
по близости к низкочастотному «тренду» со-
ответствующей проекции). На всех томо-
граммах видны пустоты в куске стали на со-
ответствующей глубине залегания. 

Томограммы на рисунке 5, рисунке 6 и 
рисунке 7 соответствуют глубины залеганий Z 
= 0.34, Z = 0.61 и Z = 0.85, которые даны в 
относительных единицах (Z = 0.0 соответст-
вует метке на нижней стороне объекта и  Z = 
1.0 - на верхней).   

Сравнение результатов, полученных 
двумя методами, позволяет оценить преиму-
щества НЛОП. Синтез по классическому ме-
тоду обратных проекций дает большое коли-
чество артефактов (превосходящих по ам-
плитуде полезный сигнал), что не обеспечи-
вает надежную диагностику. 

Синтез по методу НЛОП с соответст-
вующим типом фильтрации и выбором пара-
метров оценок НЛОП позволяет сразу же от-
сеять большой объем ненужной информации 
(в частности, информацию о низкочастотной 
составляющей проекций) и радикально упро-
стить ситуацию, не нарушая структуры де-
фектов. 

Фактически, томограммы по методу 
НЛОП представляют собой «карты дефектно-
сти». Они  точны, хотя и упрощены. 

 
 

Рисунок 5-Томограммы для слоя с глубиной зале-
гания Z = 0.34 

 

 
 

Рисунок 6- Томограммы для слоя с глубиной зале-
гания Z = 0.61 

  
 

Рисунок 7- Томограммы для слоя с глубиной зале-
гания Z = 0.85 

 
Если бы в дополнение к ним была прове-

дена еще реконструкция объекта по полному 
(т.е. 100-200) набору проекций в лаборатор-
ных условиях, скажем, по алгоритму 
Feldkamp, она не обеспечила бы дефектоско-
писту нового знания об объекте контроля 
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(знания, а не информации). Поскольку такая 
реконструкция была бы перегружена «пус-
той» (не нагруженной смыслом) информаци-
ей, затрудняющей выбор правильных реше-
ний, то потребовалась бы дополнительная 
работа по ее редуцированию в приемлемую 
форму.  Проблема редуцирования данных на 
начальном этапе реконструкции является 
весьма актуальной в современной томогра-
фии.  
 

Основные результаты и выводы 
Метод обратного проецирования был и ос-

тается концептуально привлекательным для 
томографической 3D-реконструкции. Среди 
его достоинств ― возможность визуализиро-
вать каждое отдельное сечение объекта кон-
троля независимо от остальных (как и в клас-
сическом томосинтезе) Попытки улучшить 
классический алгоритм в его цифровых реа-
лизациях за счет линейной фильтрации при-
водят к успеху только при большом числе 
ракурсов (сотни) и только при «слабой некор-
ректности» Для того, чтобы сделать метод 
работоспособным при малом (4-8) числе ра-
курсов необходимо использовать оценки не-
линейного обратного проецирования. Даль-
нейшее усовершенствование метода требует 
вовлечения в алгоритм нелинейной фильтра-
ции, основанной на структурно-
ориентированном подходе к обработке изо-
бражений.  
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