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В статье рассмотрено построение общей математической модели систем энерго-
обеспечения сельских зданий как сложных многомерных многофакторных систем. Описаны 
целевая функция, оптимальная стратегия, задача максимального энергосбережения и зада-
ча минимизации потребления энергоресурсов. Рассмотрено моделирование состояния от-
дельных параметров КСЭО для определения влияния их значений на КСЭО и взаимовлияния. 
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энергообеспечения, многомерный анализ, динамическое программирование, взаимосвязь и 
взаимовлияние параметров подсистем. 

Сложность создания, прогнозирования и 
обеспечения требуемой эффективности ком-
плексных систем энергообеспечения (КСЭО) 
как иерархических систем высшего порядка 
требует общих упрощенных описаний с помо-
щью символических моделей. Модели должны 
с достаточной степенью достоверности опре-
делять как условия для достижения эффек-
тивности, так и поведение созданной системы 
в любой ситуации, устанавливать  гипотетиче-
ские, заданные правила, связывающие все 
элементы внутри КСЭО как в статике (конст-
руктивно), так и динамике (при функциониро-
вании; при изготовлении, испытаниях, монта-
же), и внешние воздействия. Этим требовани-
ям в наибольшей степени удовлетворяет ма-
тематическое моделирование.  

При создании модели использованы ме-
тоды линейного и динамического программи-
рования, многомерного анализа. В общем 
случае задачу создания системы можно рас-
сматривать как функцию, в том числе случай-
ных величин. В связи с этим в качестве меры 
качества использована средняя характери-
стика возможных результатов. Так как конеч-
ной целью проводимых работ является при-
кладное применение разрабатываемой мо-
дели, применение для конкретных случаев, 
группы случаев, то для описания подсистем 
был использован дисперсионный анализ. Для 
простоты решения задачи с достаточно сте-
пенью достоверности применение дисперси-
онного анализа формулируется в терминах 
общей линейной модели. 

Комплексная система энергообеспече-
ния сельского здания (КСЭО)– совокупность 
подсистем, конструкций, элементов, техниче-
ских средств, деталей и узлов, обладающих 
конструктивной, параметрической, информа-
ционной, программной и эксплуатационной 

совместимостью и обеспечивающих реали-
зацию энергообеспечения. Система есть со-
вокупность подсистем. Под элементом сис-
темы понимается подсистема. Всякую сово-
купность конструктивных и пр. элементов, 
характеризующихся условно независимым 
набором параметров, функционирующую и 
дающую некий результат, являющийся закон-
ченным для потребителя, будем называть 
подсистемой КСЭО. При этом каждая от-
дельно взятая подсистема функционирует в 
общем случае не достаточно эффективно 
относительно общего результата функциони-
рования системы. Принимаем, что любое 
устройство, техническое средство, мероприя-
тие, участвующее в энергообеспечении явля-
ется элементом (составляющей) одной из 
подсистем. Подсистемы организуются по 
функциональному признаку. Задача найти 
такое сочетание и взаимодействие подсис-
тем, состава подсистем и параметров, когда 
общая эффективность системы максимальна, 
система функционирует максимально эффек-
тивно. 

Системы энергообеспечения имеют ие-
рархическую многоуровневую структуру, и 
КСЭО можно рассматривать как многомерное 
пространство с многомерными параметриче-
скими подпространствами подсистем. При-
чем, если КСЭО n-мерное пространство, то 
входящие в него (составляющие его) подпро-
странства  m-мерные, с множеством пара-
метров, характеризующих подсистемы, и 
݉ ൑ ݊ െ 1. Пересечение подпространств дает 
общие параметры, характеризующие КСЭО. 

Каждый элемент подсистем ПСk, харак-
теризуется значениями многих параметров ݌௜

௞  
в данный момент времени ݐ௜. Часть из них 
является внутренними, часть входными и 
часть внешними параметрами. Важно одно-
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временно с описанием множества параметров 
включение множества реакций – вероятност-
ных величин, учет изменения которых и по-
зволяет обеспечить управление. Иначе, можно 
сказать, что степень учета множества реакций 
определяет степень управляемости (управле-
ния) системы. 

Таким образом, в описании КСЭО мы 
имеем множество параметров I-го и  II-го ро-
да. Множество параметров I - статическое  
множество параметров, характеризующее 
состояние системы в любой момент времени 
 ௜. Множество параметров II – обобщеннаяݐ
характеристика, описание, включающее па-
раметры как функционалы для определения    
параметров множества I в любой момент 
времени. 

Т.о. КСЭО – совокупность подсистем 
ПС௞, каждая из которых может быть в общем 
случае описана функционалом ПСk = Fk(fk), и 
состояние каждой подсистемы может в мо-
мент времени ݐ௜   может быть представлено  

 
௜݂
௞ ൌ ൫݌௜௝

௞ ൯ ൌ ௜݂
௞൫݌௜ଵ

௞ , ௜ଶ݌
௞ , ڮ , ௜௡ೖ݌

௞   ൯    ,  
 
где ݌௜௝

௞ - j-тый параметр подсистемы k в -тый 
момент времени; ݆ ൌ 1,2, ڮ , ݊௞; ݅ ൌ 0,1, ڮ , ݉;  
݇ ൌ 1,2,  . ڮ

Комплексную систему энергообеспече-
ния С можно описать как  

 

С ؠ ڂ ПС௞
௞ୀଵ ؠ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ рଵ

௞

рଶ
௞

௞ࢁ

݂௞൫ ௜ܵ
௞൯ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

௞ࢂ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ؠ ሼрሽ  , 

 
где рଵ

௞ - множество внутренних параметров 
подсистемы ПС௞;  

рଶ
௞- множество параметров влияния под-

системы ПС௞; и рଵ
௞ ׫ рଶ

௞ ൌ р௞- множество па-
раметров подсистемы ПС௞;  

-௞- множество управляющих воздейстࢁ
вий (управлений); 

 ݂௞൫ ௜ܵ
௞൯- множество функций перехода 

подсистемы из одного состояния ௜ܵ
௞ в другое;  

  ;௞- множество внешних условийࢂ
р - множество параметров системы. 
Задача системы есть совокупность задач 

подсистем. При этом в задачу конкретной 
подсистемы в качестве ограничений входят 
условия оптимизации других подсистем и 
системы в целом и т.о. учитывается взаимо-
влияние подсистем. 

В общем случае энергосбережение мо-
жет быть рассмотрено как часть энергоэф-
фективности. Однако современное состояние 
проблемы энергообеспечения и расширение 
понятия систем энергообеспечения требует 
выделения энергосбережения как отдельного 
определяющего критерия оптимальности 
системы.   

Т.о. критерий оптимальности 
 

ܹ ؠ ሾ ଵܹ ՜ max; ଶܹ ՜ ݉݅݊ሿ  , 
 

где ଵܹ- критерий энергоэффективности, ଶܹ - 
критерий энергопотребления (энергосбере-
жения. 

Задача сводится к: 1) выбору необходи-
мых и достаточных параметров для реализа-
ции целевой функции; 2) определению зна-
чений и взаимосвязей параметров с доста-
точной степенью достоверности. 

Иначе, задача состоит в определении l 
управляющих переменных (управления) 
௟ݑ  ൌ ,ሻݐ௟ሺݑ ݇ ൌ 1, 2, … , -как функции от вре ݎ
мени t в интервале ݐ଴ ൑ ݐ ൑ -ி , минимизиݐ
рующих критерий энергопотребления и мак-
симизирующих критерий энергоэффективно-
сти:  

 
р଴ሺݐிሻ ൌ

ൌ න ଴݂ሺ݌ଵ, ,ଶ݌ … , ;௡݌ ,ଵݑ ,ଶݑ ڮ , ௥ሻݑ
௧ಷ

௧బ

ቤ ଶܹ ՜ ݉݅݊
ଵܹ ՜  ݔܽ݉

 
и удовлетворяющих неравенствам 
ܳ௜ሺݑଵ, ,ଶݑ ڮ , ௥ሻݑ ൑ 0   ሺ݅ ൌ 1,2, ڮ , ܰሻ , опреде-
ляющим замкнутое множество допустимых 
управлений U [1]. 
Уравнение состояния 
 

௜ܵ ൌ
௜݌݀

ݐ݀ ൌ ௜݂ሺ݌ଵ, ,ଶ݌ … , ;௡݌ ,ଵݑ ,ଶݑ ڮ ,  ௥ሻݑ
и 

ܹ ൌ ෍ ௜݃

௡

௜ୀଵ

ሺ ௜ܵ, ௜ܷሻอ
௞ࢂ

ଵܹ ՜ ݔܽ݉
ଶܹ ՜ ݉݅݊

 

 
Рассмотрим задачу математического 

моделирования КСЭО как задачу определе-
ния экстремума целевой функции перемен-
ных   Х ൌ ሺݔଵ, ڮ ,  :௡ሻݔ

ۺ ൌ ,ଵݔሺۺ ڮ , ௡ሻݔ ൌ ෍ ௝ܿݔ௝

௡

௝ୀଵ

 ,                  ሺ1ሻ  

при следующих ограничениях, наложенных на 
переменные (запись в векторной форме): 

෍ А௝

௡

௝ୀଵ

௝ݔ ൑ В௝  ,     ݔ௡ ൒ 0 , ݇ ൑ ݊ 
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где   Аܒ ൌ อ
ܽଵ௝

ڭ
ܽ௠௝

อ –  j-й вектор-столбец условий 

функционирования КСЭО;  В࢐ ൌ ะ
ܾଵ
ڭ

ܾ௠

ะ –  

вектор-столбец ограничений функционирова-
ния КСЭО. 

Х определяется некоторой совокупно-
стью параметров системы р и подсистемы 
(единичного процесса) рk : 

 

Х௝ ؠ р ൌ ቐ
р௜

ଵ

ڭ
р௜

௠
ቑ    и   р ൌ р૚ ת р૛ ת ڮ ת рܓ  .ڮ

Векторы  Аj  в совокупности образуют 
матрицу А ൌ ฮܽ௜௝ฮ условий функционирова-
ния. Вектор Х ൌ ሺݔଵ, ڮ ,  ௡ሻ, удовлетворяющийݔ
системе условий (1), является планом рас-
сматриваемой задачи. Каждый план опреде-
ляет соответствующее значение функции ۺ. 
Решение задачи или оптимальный план, оп-
ределяющий экстремум линейной формы 
,ଵݔሺۺ ڮ ,  :௡ሻݔ

        
Хכ ൌ ሺݔଵ

,כ ଶݔ
,כ ڮ , ௡ݔ

כ ሻ . 
 
План будет оптимальным, если ۺሺХכሻ ൒

 ሺХሻ. При минимизации линейной формыۺ
знак неравенства изменится на противопо-
ложный. 

Сложность решения задачи математиче-
ского моделирования взаимосвязи парамет-
ров КСЭО состоит в том, что прямой путь ре-
шения – построение системы возможных ва-
риантов и выделение из них оптимального – 
практически не осуществим из-за необходи-
мости выполнения большого количества опе-
раций. Упорядочим поиск оптимального ре-
шения, не прибегая к перебору всех возмож-
ных вариантов. Для задачи моделирования 
КСЭО построим определенным образом не-
которую другую задачу, называемую двойст-
венной [2]. 

Для исходной прямой задачи, формули-
руемой как 

              

෍ ܽ௜௝ݔ௝ ൑ ܾ௜  ,      ݅ ൌ 1, … , ݉
௡

௝ୀଵ

 ;

max ,ଵݔଵሺۺ ڮ , ௡ሻݔ ൌ ෍ ௝ܿݔ௝

௡

௝ୀଵ

௃ݔ    ,  ൒ 0  ,

 

                
имеем соответствующую двойственную задачу: 

   

෍ ܽ௜௝ݕ௜ ൒ ௝ܿ  ,      ݆ ൌ 1, … , ݊
௠

௜ୀଵ

 ;

min ,ଵݕଶሺۺ ڮ , ௠ሻݕ ൌ ෍ ܾ௜ݕ௜

௠

௜ୀଵ

௜ݕ    ,  ൒ 0  ,

 

             
Прямую задачу можно рассматривать 

как задачу максимального энергосбережения, 
а двойственную – как задачу минимизации 
потребления энергоресурсов. 

Что в итоге дает единую модель сниже-
ния энергопотребления. Т.о. 

 

෍ ܽ௜௝ݔ௝ ൑ ܾ௜ ,   ݅ ൌ 1, … , ݉
௡

௝ୀଵ

max ,ଵݔଵሺܮ … , ௡ሻݔ ൌ ෍ ௝ܿݔ௝,    ݔ௝ ൒ 0 
௡

௝ୀଵ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ራ        ሺ2ሻ 

ራ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ෍ ܽ௜௝ݕ௜ ൑ ௝ܿ ,

௠

௜ୀଵ

 ݆ ൌ 1, … , ݊

min ,ଵݕଶሺܮ … , ௠ሻݕ ൌ ෍ ܾ௜ݕ௜ ,   ݕ௜ ൒ 0
௠

௜ୀଵ

  

 
есть искомое обобщенное описание. 

Т.к. если одна из задач двойственной 
пары (2) имеет решение, то другая также 
разрешима, то при любых оптимальных пла-
нах для этих двух задач  Хכ ൌ ሺݔଵ

,כ ڮ , ௡ݔ
כ ሻ   и   

כ܇ ൌ ሺݕଵ
,כ ڮ , ௠ݕ

כ ሻ  имеет место равенство 
 

෍ ௝ܿݔ௝
כ

௡

௝ୀଵ

ൌ ෍ ܾ௜ݕ௜
כ

௠

௜ୀଵ

      . 

 
Используя метод динамического про-

граммирования, можно  представить иссле-
дуемую задачу в виде ряда последователь-
ных этапов или шагов. Тогда на каждом шаге 
выбирается такой вариант, чтобы выбранная 
последовательность вариантов была наи-
лучшей с точки зрения заданного критерия 
оценки функционирования КСЭО. При этом 
критерий оценки и есть совокупность требуе-
мых параметров – соответствие техническим 
требованиям. 

Если система в рассматриваемый мо-
мент времени находится в некотором состоя-
нии, то ее поведение в дальнейшем опреде-
ляется этим состоянием и выбираемым 
управлением, но не зависит от того, в каких 
состояниях система находилась до этого мо-
мента. 
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Если теперь представить КСЭО как не-
которое множество или пространство  S, в 
котором точки  рm – совокупность парамет-
ров, описывающая систему в данный момент 
времени ti, являются точками этого простран-
ства и некоторую функцию Pሺрሻ – преобразо-
вание данного множества в себя, то  ܘ ൌ
Pሺܘሻ א ܘ   для любых ܁ א    [3]. ܁

Бесконечная последовательность векто-
ров ሾܘ଴, ,ଵܘ … , ௡ାଵܘ  ୬ሿ, гдеܘ ൌ Pሺܘ௡ሻ, является 
бесконечным шаговым процессом ܘPሺܘሻ.        
р0 изображает начальное состояние системы, 
а ܘଵ ൌ Pሺܘ଴ሻ – состояние на одну единицу 
времени  позднее и т.д., т.е. представленная 
последовательность есть состояния системы, 
наблюдаемые в дискретные моменты време-
ни. 

Расширив это понятие, полагая, что P зави-
сит от другого вектора ܙ: P ൌ ሺܘ,  ሻ, мы можемܙ
оказать достаточное влияние на процесс. На 
каждом i-м шаге можем выбирать значение qi 
из набора допустимых векторов Сሺqሻ, т.е. 

 

 
ଵܘ ൌ Pሺܘ଴, ;଴ሻܙ
ଶܘ ൌ Pሺܘଵ, …;ଵሻܙ … … … … … …

௡ାଵܘ      ൌ Pሺܘ௡, .௡ሻܙ
 

Здесь вектор qi  - вектор решения или 
переменного решения, а выбор qi – решение. 
Для КСЭО qi выбирается так, чтобы максими-
зировать предписанную скалярную функцию 
состояния и переменного решения (функцию 
критерия)  

                                       
,଴ܘ ܴ ,ଵܘ … ,଴ܙ ; ,ଵܙ …     . 

    
Многошаговый (N-шаговый) процесс 

принятия решения (дискретного детерми-
нантного типа) есть последовательность век-
торов ሾܘ଴, ,ଵܘ … , ,଴ܙ ;ேܘ ,ଵܙ … , ௡ାଵܘ  ேሿ, гдеܙ ൌ
Pሺܘ௡,  .௡ሻ  для любого nܙ

Величины qk выбираются способом, ко-
торый  ввиду общего характера функции R 
зависит от текущего состояния системы, 
прошлого и будущего состояний, а так же  от 
прошлого  и будущего решений. 

Критерий R обладает структурой, позво-
ляющей сосредоточить внимание лишь на 
прошлой и текущей истории процесса при 
поиске величины q. При этом функция стра-
тегии 

 
g௞ ൌ g௞൫0ܘ, ,1ܘ … , ,0ܙ ;݇ܘ ,1ܙ … ,  .െ1൯݇ܙ

 
Оптимальная стратегия - стратегия, мак-

симализирующаяя функцию R. 

Вид оптимальной стратегии определяет-
ся информацией о состояниях системы, кото-
рой располагаем или которую используем 
для формирования стратегии. 

Некоторое количество важных критериев 
обладает характерным свойством разъеди-
нения прошлого и настоящего, например,  

                        

෍ gሺܘ௞, ௞ሻܙ
ே

௞ୀ଴

 ;

gሺܘேሻ

max
௞ஹ଴

gሺܘ௞ , כ௞ሻܙ
ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 

 
Для описания КСЭО формулировка про-

цессов принятия решений позволяет ограни-
читься рассмотрением стратегий, зависящих 
только от текущего состояния. 

Если теперь рассмотреть задачу макси-
мизации функции энергосбережения как 

ܴሺܘ଴, ,ଵܘ … , ,଴ܙ  ;௞ܘ ,ଵܙ … , ௞ିଵሻܙ ൌ ෍ gሺܘ௞, ௞ሻܙ
ே

௞ୀ଴

 

и если  ே݂ሺܘ଴ሻ - максимальное значение R, 
зависящее только от первоначального со-
стояния  р0   и числа шагов N, всех парамет-
ров, то ே݂ሺܘ଴ሻ  равно общему N-шаговому 
энергосбережению при начальном состоянии  
р0, получаемому при оптимальной стратеги. 

Из принципа оптимальности для любого 
начального решения  q0  и  N ൒ 1, если  
,ଵܙ … ,  ே  выбраны правильно, тоܙ

 
gሺܘ଴, ଴ሻܙ ൌ ሾgሺܘଵ, ଵሻܙ ൅ … ൅  gሺܘே, ேሻሿܙ ൌ

             ൌ gሺܘ଴, ଴ሻܙ ൅ ே݂ሾܲሺܘ଴,  ଴ሻሿ                      (3)ܙ
 
Чтобы найти максимальное энергосбе-

режение  ே݂ሺܘ଴ሻ , необходимо найти макси-
мум  (3) по q0, т.к.  (3) справедливо для любо-
го начального решения q0. 

Отсюда получаются основные рекур-
рентные соотношения:                                                                  

 

    ே݂ሺܘ଴ሻ ൌ max ൜ gሺܘ଴, ଴ሻܙ ൅
൅ ே݂ିଵሾܲሺܘ଴, ଴ሻሿൠܙ ,  N ൒ 1

଴݂ሺܘ଴ሻ ൌ max
௤బ

gሺܘ଴, ଴ሻܙ
ൢ     ሺ4ሻ 

 
Теперь рассмотрим моделирование со-

стояния отдельных параметров КСЭО для 
определения влияния их значений на КСЭО и 
взаимовлияния. 

С достаточной степенью достоверности 
все ситуации, описывающие состояние и взаи-
мосвязь отдельных параметров КСЭО можно 
описать нормальной линейной моделью. 
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Если КСЭО состоит из K подсистем, то в 
k-й  подсистеме  s௞ሺk ൌ 1, … ,   ሻ  наблюденийܭ

ሺсостоянийሻпараметров и ෍ ௞ݏ

௄

௞ୀଵ

ൌ    ‐Если со  .ݏ
стояние величины параметров подсистемы i 
отличаются только математическим ожида-
нием, то это можно записать соотношениями 

 
௞௤ݕ ൌ ௞ܲ ൅ ݇       ,௞௤ߝ ൌ 1, … , ݍ     ,ܭ ൌ 1, … ,  ,௞ݏ

 
которые в терминах общей модели перепи-
сываются в виде 

 
࢟                  ൌ ࡼࢄ ൅  ,  ߝ

где 
 

࢟
ሺ௦ൈଵሻ

ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

ଵଵݕ
ଵଶݕ

ڭ
ଵ௦ೖݕ
ଶଵݕ

ڭ
ଶ௡మݕ

ڭ
௞ଵݕ

ڭ
ی௞௦಼ݕ

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

     , ࡼ
ሺ௄ൈଵሻ

ൌ ൮

ଵࡼ
ଶࡼ
ڭ

௄ࡼ

൲ 

и 
 

ࢄ
ሺ௄ൈଵሻ

ൌ

ተ

ተ

ተ

ተ

1
ڭ

1
1
ڭ
1 1

ڭ
1

ڰ
1
ڭ
1

ተ

ተ

ተ

ተ

 

ൢ ଵстрокݏ

ൡ ଶстрокݏ

ൡ ଷстрокݏ

ڭ

ൡ ௄строкݏ

 

 
     
Здесь равные нулю элементы матрицы Х 

опущены. Далее получим 
 

ൌ ࢄʹࢄ ൮

ଵݏ

0

ଶݏ

0

ڰ ௄ݏ

൲    , 

 
так что анализ ортогонален. 

Далее 

࢟ʹࢄ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

෍ ଵ௤࢟
௤

෍ ଶ௤࢟
௤

ڭ
෍ ௞௤࢟

௤ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

         , 

так, что НК-оценка (НК – наименьшие квадра-
ты) параметра   P есть 

 

൫ࢄʹࢄ ൯ିଵ࢟ʹࢄ ൌ ൮

ଵݕ
ଶݕ
ڭ

௄ݕ

൲ , 

где  ࢟௞ ൌ ෍  ௞࢙/௞௤࢟
௦ೖ

௤ୀଵ

െ  среднее арифметиче‐  

ское состояний параметра в i-й подсистеме. 
Наконец,   

෡ࡼࢄ ൌ

ተ

ተ

ተ

·ଵݕ
ڭ

·ଵݕ
·ଶݕ
ڭ

·ଶݕ
ڭ

·௄ݕ
ڭ

·௄ݕ

ተ

ተ

ተ

 

ൡ ݏଵ строк

ൡ ݏଶ строк

ڭ

ൡ ݏ௄ строк

       , 

точка в качестве индекса указывает на ус-
реднение.      

Оценкой параметра P по методу наи-
меньших квадратов является просто полное 
выборочное среднее 

 

෡ࡼ ൌ ··ݕ ൌ
1
݊ ෍ ෍ ௞௤ݕ ൌ

௦ೖ

௤ୀଵ

௄

௞ୀଵ

1
݊ ෍ ௞ݕ௞ݏ

௞

 

 
Для модели КСЭО согласно [4] остаточ-

ная сумма квадратов (СК) равна  
 

ܵோ ൌ ݕʹݕ െ ଵܵ ൌ ෍ ෍ ௞௤ݕ
ଶ െ ෍ ௜௞ݕ௞ݏ

ଶ
௄

௞ୀଵ

௦ೖ

௤ୀଵ

௄

௞ୀଵ

ؠ ෍ ෍൫ݕ௞௤ െ ௞൯ଶݕ

௤௞

   , 

  
и  S2 и SR     можно переписать в виде  

 

ܵଶ ൌ ෍
൫∑ ௞௤ݕ

௦ೖ
௤ୀଵ ൯ଶ

௞ݏ
െ

൫∑ ∑ ௞௤௤௞ݕ ൯ଶ

ݏ

௄

௞ୀଵ

ܵோ ൌ ෍ ෍ ௞௤ݕ
ଶ െ ෍

൫∑ ௞௤௤ݕ ൯ଶ

௞௞௤௞ݏ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ
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