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МЕТОДЫ КОМПЛЕКСНОГО АНАЛИЗА ПРОЧНОСТИ 
КОЛЕНЧАТЫХ ВАЛОВ 

 
В.С.Попович, И.Б.Алиевская 

 
В статье приведена методика и программное обеспечение расчета напряженно-

деформированного состояния по неразрезной схеме многоопорных статически неопредели-
мых коленчатых валов. Комплексный анализ прочности включает оптимизацию конструк-
тивных размеров вала и прогнозирование надежности эксплуатации по критериям НДС. 

 
Многоопорные коленчатые валы совре-

менных быстроходных двигателей представ-
ляют собой статически неопределимые сис-
темы. При расчете на прочность таких систем 
за основную статически определимую систе-
му принимают коленчатый вал, опертый на 
две опоры (как правило – крайние), для ос-
тальных опор отброшенные связи заменяют-
ся реакциями или надопорными изгибающи-
ми моментами. 

Условия равновесия опоры и схема вза-
имного положения кривошипов приведены на 
рисунках 1 и 2.  

 

 
 

               а)         б) 
 
Рис. 1. Условия равновесия (а) и непрывности (б) 

n-го опорного сечения 

 

 
 
Рис. 2. Схема действия сил и моментов на криво-

шипы 

 
Для раскрытия статической неопреде-

ленности необходимо составить 2(n-1) систем 
уравнений, определяющих степень статиче-
ской неопределенности с учетом условий 

равновесия и непрерывности упругой линии 
для опор. Для любой опоры (n = 2 … N, где N 
– количество кривошипов вала) составляются 
два алгебраических неоднородных уравне-
ния, вид которых зависит от сочетания углов 
взаимного расположения кривошипов вала. 

В общем случае, когда 
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Здесь через 
lM )( и 

rM )( обозначены со-

ставляющие надопорных изгибающих момен-
тов, действующих в соответствующем опор-
ном сочетании в плоскости, перпендикуляр-
ной плоскости кривошипа слева и справа от 
сечения; 

)()()()()()()()( ,,,,,,, svvtuukc

 - коэффициенты пропорциональности между 
силами и моментами, действующими на кри-
вошип коленчатого вала и углами поворота 
левого и правого надопорных сечений, рису-
нок 2. 

Надопорные изгибающие моменты, дей-
ствующие в плоскости кривошипа n–ой опоры 
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В случае, когда 0n , то между мо-

ментами, действующими в двух взаимно пер-
пендикулярных плоскостях, имеет место сле-
дующая зависимость 
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В матричной виде система уравнений 

имеет вид: 

AKM ,                              (3) 
где К – матрица коэффициентов пропорцио-
нальности, М – матрица–столбец неизвест-
ных надопорных изгибающих моментов; А – 
матрица-столбец свободных членов. 

Элементы матрицы К системы уравне-
ний для раскрытия статической неопредели-
мости определяются на основании выраже-
ний: 
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Матрицы-столбцы неизвестных надо-

порных моментов и свободных членов урав-
нений имеют вид: 
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Элементы матрицы свободных членов  

определяются 
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Рис. 3. Диаграмма фиктивной нагрузки от действия силы Z 
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Для решения систем линейных алгеб-
раических уравнений пользуются уже извест-
ными методами, среди которых наиболее 
эффективным является метод Гаусса в раз-
личной его модификации. 

Входящие в уравнение для раскрытия 
статистической неопределимости коэффици-
енты пропорциональности отражают геомет-
рические размеры элементов вала и механи-
ческие свойства материала. Для их опреде-
ления необходимо знать угловые деформа-
ции (углы поворота) надопорных сечений. 

Учитывая то обстоятельство, что для 
большинства коленчатых валов длины шеек и 
толщина щек соизмеримы, выражения для 
коэффициентов получены через размеры 
элементов вала: длины коренных шеек слева 

и справа - 
l

êøl  и 
r

êøl , длина шатунной шейки-

шшl , толщину и ширину щеки h и b, диаметры 

коренной и шатунной шеек 

øøøøêøêø èdd ,, , перекрытие 

шеек A и длину кривошипа il . Диаграммы 

фиктивных нагрузок и формулы для опреде-
ления коэффициентов пропорциональности 
приведены в [1] а  на рисунке 3,при действии 
силы Z. 

Матрицы компонентов реакций в ортого-
нальных плоскостях кривошипов определя-
ются 
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где 
T

R

Z

R PèP  - матрицы-строки, эле-

ментами которых являются нагрузки, дейст-

вующие на кривошип вала; 
T

R

Z

R LèL  - 

матрицы-столбцы плеч для соответствующих 
нагрузок. 

При реализации выражения  с учетом 
изменения частоты вращения коленчатого 
вала (для m угловых положений) размерность 

совокупной матрицы [R] составляет mn2 , 

n – количество опор вала. 
Учет жесткости характеристик вала и ко-

ренных опор, несоосности коренных подшип-
ников и их износа (зазоров) проводится путем 
умножения на матрицу поправочных коэф-

фициентов матриц 
TZ RèR  из .   

Поправочные коэффициенты, учитывающие 
жесткость опор, определяются соотношением 
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1
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где 0/CCkpi  - соотношение жесткости 

для i-го кривошипа вала и коренной опоры 
блок-картера; Е1 и Еn – тоже для i-ой и n-ой 
опор; li - длина i-го кривошипа.  

Несоосность коренных подшипников и их 
износ учитываются экспериментальными ко-
эффициентами  

В матричной форме выражения для из-
гибающих моментов в расчетных сечениях 
элементов вала имеют вид 
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При определении суммарных изгибаю-
щих моментов в расчетных сечениях корен-
ных и шатунных шеек элементы матриц 

øøêø ÌèM  определяются как 

22 )()( TZ MММ . Размеренность 

матриц (N t) m, N- количество кривошипов 
вала, t – количество расчетных сечений. 

Для крутящих моментов имеем  

rRММrTM Tк

кш

к

шш

к
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где [Т] – матрица тангенциальных сил, дейст-

вующих на кривошип вала, 
T

kR  - матрица 

реакций от тангенциальных сил.  
Напряжения в сечениях элементов вала 

определяются на основании выражений 

,, WMWM к

кш

Z    (10) 

где {Wσ} и {Wτ} – матрицы-столбцы моментов 
сопротивлений изгибу и кручению элементов 
вала. 

Элементами матриц моментов сопро-
тивлений в зависимости от выбранного рас-

четного сечения и вида деформаций могут 
быть и площади расчетных сечений. При оп-
ределении элементов матриц [σ] и [τ] в зави-
симости от выбора расчетных сечений учи-
тывается также матрицы [M

T
] или [Mкш], [Mшш] 

и [M
ê

øø
]. 

При определении сложных напряжений 
по выбранной теории прочности формируют-
ся новые матрицы на основании матриц [σ] и 
[τ]. Таким же образом получается матрица 
напряжений для щек в угловых точках и в 
точках, лежащих на галтелях шеек вала. 

Матрицы напряжений используются для 
определения запасов прочности в элементах 
вала. 

Программное обеспечение RKW реали-
зации алгоритма анализа НДС коленчатых 
валов по неразрезной схеме включает под-
программу определения коэффициентов про-
порциональности формирование и решение 
системы уравнений для раскрытия статиче-
ской неопределенности многоопорных колен-
чатых валов,  подпрограмму формирования 
матриц изгибающих и крутящих моментов, 
подпрограмму определения напряжений и  
запасов прочности для всех элементов вала. 

Конструктивные размеры коленчатого 
вала определяются компоновкой коренного 
опорного узла двигателя диаметрами 

),(),( шшшшкшкш dDdD длинами кшl  и шшl , 

толщиной и шириной щек h и b. Изменение линей-

ных размеров в пределах одного кривошипа взаи-
мосвязано зависимостью  

hllll øø

r

êø

l

êøi 25,05,0
 

и ограничено выбранным межцилиндровым рас-
стоянием в процессе компоновки двигателя.

 

При формировании целевой функции 
выбора конструктивных параметров включа-
ются функциональные параметры и соотно-
шения отдельных геометрических размеров, 
от которых в первую очередь зависит НДС 
коленчатого вала. Функция цели предусмат-
ривает равенство моментов сопротивления 
изгибу сечения щеки, проходящего через гал-
тели, относительно коренной и шатунной ше-
ек с учетом величины перекрытия шеек. Учи-
тываются также относительные размеры ще-
ки, и предусматривается равенство удельных 
давлений на шейках вала. Методика опреде-
ления моментов сопротивления изгибу сече-
ния щек с учетом перекрытия шеек вала, ил-
люстрированна рисунком 4, описана в [1] и 
является составной частью математического 
моделирования НДС коленчатого вала. Таким 
образом, функция цели имеет вид 
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где 
T

ù

z

ù ww ,  - моменты сопротивления изгибу 

расчетного сечения щеки, r – радиус криво-
шипа вала, b и h – ширина и толщина щеки, β 
– коэффициент податливости, υ1, υ2 и υ3 – 
весовые коэффициенты значимости.  

Каждый член функции цели определен-
ным образом влияет на НДС коленчатого ва-
ла. Первым членом предусматривается ра-
венство напряжений в щеке при различных 
условиях деформации кривошипа. Коэффи-
циент β учитывает соотношение податливо-
сти кривошипа при различных условиях при-
ложения нагрузки от коренной шейки к ша-
тунной  наоборот. Значения коэффициентов 
определялись экспериментальным путем, 
для коленчатого вала дизеля 6Ч 13/14. Вто-
рой член определяет необходимую жест-
кость, третий определяется конструкцией ще-
ки, как наиболее деформируемого элемента 
вала. 

Ограничения типа неравенств преду-
сматривает выбор геометрических размеров 
коленчатого вала с учетом статистических 
данных в зависимости от параметров компо-
новки двигателя. Для коленчатых валов ди-
зелей имеем: 
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для V – образных конструкций дизелей 
соответственно имеем: 
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Ограничения типа равенств, предусмат-
ривающие равенство проекций опорных по-
верхностей шеек вала и соответственно 
удельных давлений на шейках, имеют вид 
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Для щек вала при 0)(
21

Ò

ù

z

ù ww  

вводится соблюдение соотношения 
Ò

ù

z

ù ww . 

Фиксированными геометрическими па-
раметрами выбраны r – радиус кривошипа и 

длины кривошипов вала il . Предусматрива-

ется также, что материал вала не меняется. 
 Для поиска оптимального решения при-

менялся метод Хука-Дживса [3,4], представ-
ляющий поиск путем последовательного из-
менения параметров вокруг базисной точки 
по образцу. За начальные базисные точки 
выбирались минимальные значения пара-

метров hиbDD шшкш ,, . Вычислялись 

значения Ø при последовательном изменении 

переменных. В первую очередь определя-
лись значения 
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21
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путем поочередного изменения переменных в 

направлении изменения 
øøêø DD ,  с соблю-

дением (проверкой) ограничения 
z

ù

T

ù ww
12

. Затем выполнялась коррек-

тировка с учетом второго ограничения, опре-
деляющего перекрытие шеек. 

Для поиска оптимального выбора конст-
руктивных параметров коленчатого вала по 
целевой функции Ø  применялся также метод 

покоординатного спуска (метод Гаусса-
Зейделя), в основу которого положено после-
довательное изменение каждого конструк-
тивного параметра относительно базовых 
значений при сохранении остальных пара-
метров постоянными. Процедура выполня-

лась до тех пор, пока на выбранном шаге is  

не достигался минимум Ø. Начальным базо-

вым параметром для поиска по i переменно-
му параметру является значение минимума, 
достигнутое при поиске по (i -1) параметру. 
После завершения такой процедуры для всех 

k переменных параметров за 
k

i

iSS
1

 ша-

гов начинается новый цикл поиска с измене-
нием первого параметра из нового начально-
го базисного значения, обеспечивающий 
улучшенное решение. Для минимизации це-
левой функции по каждому переменному па-
раметру использовался метод одномерного 
поиска. 
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Рис. 4. Определение моментов сопротивления изгибу сечения щек с учетом перекрытия шеек 

 
Последовательный выбор значений кон-

структивных параметров )( øøêø DD  в интер-

валах их изменения, полученных на основа-
нии ограничений-неравенств (при заданном 
значении диаметра цилиндра двигателя D), 
проводился с использованием метода Фибо-
наччи,обеспечивающий поиск экстремума в 
заданном направлении. Стратегия метода 
предусматривает максимальное гарантиро-
ванное сокращение интервала неопределен-
ности при заданном количестве вычислений 
функции. При фиксированном количестве об-
ращений к процедуре расчета функции, вы-
бор значений параметров проводился на ос-
новании соотношений, заданных числам Fn-1, 
Fn-2. На интервале изменения параметра Dкш 
выбор строится по правилу: 
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При увеличении числа переменных 

варьируемых параметров использовался 
симплексный метод поиска, позволивший 
увеличить число возможных направлений для 
движения к оптимуму. Применялся один из 

модификаций – метод деформируемого мно-
гогранника Нелдера-Мида. В этом методе ис-
ходный симплекс претерпевает деформацию 
путем перехода из некоторого симплекса в 
новый путем исключения вершины с наи-
меньшим (наибольшим) значением целевой 
функции и построения ее зеркального отра-
жения относительно центра грани, общей для 
обоих симплексов. 

Деформация многогранника происходит 
в результате выполнения одной из трех опе-
раций в зависимости от значения целевой 
функции в отраженной вершине. Если ока-
жется, что в результате сравнения значения 
целевой функции в отраженной вершине 
симплекса меньше, чем минимальное значе-
ние в вершинах исходного симплекса, то вы-
полняется растяжение многогранника. При 
удачном направлении отражения, новая вер-
шина определяется в точке отраженного сим-
плекса на расстоянии в (коэффициент 

растяжения) раз большем от центра грани, 
чем расстояние до отражаемой вершины ис-
ходного симплекса. Если же значение функ-
ции в отраженной точке оказалось больше ее 
значений для всех вершин многогранника, 
кроме отражаемой точки, то выполняется 
сжатие и новая вершина располагается бли-
же к центру грани, чем вершина отражаемой 
точки. В том случае, когда значение функции 
в отражаемой точке будет больше чем в от-
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ражаемой, то выполняется редукция – 
уменьшение размеров многогранника. 

Процесс решения требует определение 
начальной вершины многогранника, значение 
которой образует начальный опорный план. 
Далее производится итерационная последо-
вательность вычислений, включающих опре-
деление значений параметров, функций цели 
и проверку условия оптимального опорного 
плана текущей итерации. 

Многократное отражение вершин много-
гранника приводит к шаговому движению 
центра симплекса по траектории некоторой 
ломаной линии. Движение к оптимуму стано-
вится менее жестким, получается то или иное 
ускорение в зависимости от текущей инфор-
мации об уровне целевой функции, в процес-
се поиска изменяется не только направление, 
но и величина шага. 

Определенные при оптимизации соглас-
но целевой функции, основанной на эвристи-
ческих критериях, конструктивные параметры 
элементов коленчатого вала использовались 
при дальнейшем конструктивном синтезе, по-
зволившим оптимизировать параметры ко-
ренного опорного узла двигателя. При этом 
использовался пакет прикладных программ 
анализа НДС коленчатых валов по неразрез-
ной схеме, описанный выше. 

Решение проблемы надежности пред-
полагает учет реального закона распределе-

ния изменения напряжений в ( )f  и несу-

щей способности ( )rf , характеризуемой 

предельными значениями напряжений мате-
риала. При построении математической мо-
дели оценки надежности учитывается уро-
вень эксплуатационной нагрузки и значений 
несущей способности материала детали как 
независимых случайных величин, имеющих 
определенные законы распределения.  

При оценкe прочностной надежности 
коленчатого вала по критериям напряженно – 
деформированного состояния определение 
характеристики надежности, вероятности 
безотказного функционирования, выполнено 
на основании геометрической интерпретации 
вероятностей кривых плотностей распреде-
ления ( )f  и ( )rf   

 

 
Рис. 5. Определение параметров надежности 

 
На основании соотношения площадей и 

кривыx ( )f  и ( )rf см. рисунок 5, вероят-

ность безотказной работы (гарантия нераз-
рушения) для одного из вариантов определя-
ется  
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Комплексный метод анализа напряжен-
но – деформированного состояния позволяет 
обеспечить прогнозирование зарождения и 
рост трещин в коленчатом вале при исполь-
зовании зависимостей механики разрушения.  

Дальнейшее развитие эти методы чис-
ленного анализа НДС получили при исполь-
зовании накопленного экспериментального и 
теоретического материала на основе крите-
риев локального разрушения, в основу кото-
рых положены энергетический подход Гриф-
фитса и силовой подход Ирвина, использова-
ния критерия трещиностойкости на основе 
энергетического интеграла Черепанова – 
Райса для нахождения компонент вектора по-
тока энергии при трещинообразовании.  
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