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ПРОБЛЕМЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПРЕДЕЛЬНОГО 
АНАЛИЗА ОБОЛОЧЕК 

 
А.В. Налимов, Ю.В. Немировский 

 
Задачи предельно равновесия осесимметрических оболочек сводятся к решению много-

точечных краевых задач для систем нелинейных диффенциально–алгебраичес-ких уравнений 
на неопределенной области. Решению этих задач уделяли внимание многие авторы, но пол-
ные решения исчисляются единицами. Большая часть этих решений построено в квадрату-
рах, а многочисленные попытки численного решения этих задач, оказались неудачными. В 
работе анализируются причины этих обстоятельств и показано, что используемые мето-
ды аппроксимации производных противоречат положениям теории жесткопластических 
оболочек. 

 
 Введение 
 Решению задач предельного равновесия 
оболочек посвящено большое число работ 
[1–5], но полные решения построены только 
для цилиндрических и пологих оболочек ну-
левой гауссовой кривизны из изотропного ма-
териала с кусочно-линейным потенциалом  
[6–8]. Для оболочек других форм, как пра-
вило, на основе статической и кинемати-
ческой теорем [9] определяют оценки несу-
щей способности. Широкое распространение 
эти методы получили, в том числе и потому, 
что не было сформулировано необходимое 
для вычисления предельной нагрузки соот-
ношение. Впервые такое соотношение было 
получено в работе [6] для цилиндрических 
оболочек на основе равенства нулю прира-
щения потенциала, а в [10] при помощи прин-
ципа максимума Л.С. Понтрягина. Для оболо-
чек других геометрических форм, такого типа 
соотношение было получено позднее в ра-
боте [11], как на основе равенства нулю при-
ращения потенциала, так и при помощи 
принципа максимума Л.С. Понтрягина.  

Обычно при решении задач предельного 
равновесия оболочек из материала с ку-
сочно-линейным условием пластичности 
предполагают, что ребра поверхности теку-
чести реализуются только в одном сечении. 
При таких предположениях задачи предель-
ного анализа оболочек сводятся к решению 
многоточечных краевых задач для систем 
нелинейных дифференциально-алгебраичес-
ких уравнений на неопределенной области 
[12]. Границы сопряжения областей, где вы-
полняются различные куски поверхности те-
кучести и порядок их реализации заранее не-
известны, краевые условия и условия сопря-
жения описываются нелинейными соотноше-
ниями, а искомые функции разрывные [12]. 
Более того, для оболочек из гетерогенных 
материалов условие текучести является 

функцией координат [13]. В таких конструк-
циях в пределах области течения возможны 
реализации всевозможных комбинаций плас-
тических режимов, что существенно услож-
няет задачу определения их последователь-
ности. 

Отметим еще, что теорема единствен-
ности для жесткопластического тела дока-
зана при предположении о постоянстве дис-
сипации энергии на пластических шарнирах 
[9]. В работе [14] показано, что условия тео-
ремы [9] не всегда выполняется и при раз-
личных механизмах течения существуют точ-
ные решения задачи, доставляющие разные 
значения предельной нагрузки. Поэтому для 
рассматриваемых задач необходимо опреде-
лить механизм течения, обеспечивающий 
наименьшее значение предельной нагрузки. 

Проблему определения механизма те-
чения можно решить аналогично [15]. При 
этом следует отметить, что даже при извест-
ном механизме течения численное решение 
задачи не всегда удается построить.   

В данной работе анализируются при-
чины этого обстоятельства.  

 
Анализ методов решения 
Методы численного решения многото-

чечных краевых задач применительно к рас-
сматриваемым задачам можно разбить на 
три группы. Методы типа [16], где решение 
задачи сводится к решению ряда задач Коши. 
Ко второй группе отнесем методы решения 
многоточечных краевых задач, основанные 
на представлении неизвестных функций в 
виде обобщенных многочленов или сплайнов, 
а коэффициенты определяются методом 
взвешенных невязок, коллокаций, Галеркина, 
наименьших квадратов и т.д. [17]. Среди та-
ких аппроксимаций наиболее широкое рас-
пространение получили сплайны первой сте-
пени. Эти методы отнесем к третьей группе.  
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При использовании методов типа [16] не 
всегда удается обеспечить гладкую зависи-
мость уравнений сшивания от начальных па-
раметров. Это связано с тем, что искомые 
функции разрывные, а при реализации неко-
торых пластических режимов система диф-
ференциальных уравнений является жесткой 
[6]. Поэтому численный процесс решения  
соответствующей многоточечной краевой за-
дачи является неустойчивым и не гаранти-
рует необходимую точность. 

При использовании методов второй 
группы, например [17], в пределах каждого 
шага интегрирования ( ( ) ( )

+
⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦1,k k

i iy y y  

( )= −0, 1 ;i N  ( ) =0 0;ky  ( ) = 2;k
Ny = 0Y l y  –  коор-

дината по оси вращения; 02l – длина обо-
лочки по оси вращения; индекс k – обозна-
чает номер итерации) искомые функции ап-
проксимируют обобщенными многочленами 
или сплайнами. По сути это означает, что на 
каждом шаге интегрирования поверхность 
текучести аппроксимируют цилиндром в про-
странстве обобщенных напряжений. Опреде-
ленный таким способом вектор обобщенных 

напряжений ( ) ( )′=
r

1 2 1 2, , ,y t t m mT  (здесь 

−

= σ ζ
σ ∫

1

0 1

1
2j jjt d

H
; 

−

= σ ζ ζ
σ ∫

1

2
0 1

1
j jjm d

H
; σ0  – 

константа размерности напряжений; 2H  – 
толщина оболочки) может достигать поверх-
ности текучести ( ) =

r
( , ) 0k

iF yT , а при 
( ) ( )

+∈ 1( , )k k
i iy y y  не достигать ее ( , ) 0F yT <

r
 

(реализуется жесткое состояние) или выхо-
дить за ее пределы ( , ) 0F yT >

r
 (в рамках же-

сткопластического тела это недопустимо [9]). 
Таким образом, в результате численной про-
цедуры невогнутая поверхность ( , ) 0F yT =

r
 

заменяется некоторой в общем случае вогну-

той поверхностью 0),()( =∈ yTF k
N , образо-

ванной совокупностью N  цилиндров 
( , ) 0NG yT =
r

. Вогнутые поверхности текучести 

типа 0),()( =∈ yTF k
N  противоречат принципу 

максимума и общим соотношениям [9]. В этих 
случаях для систем разрешающих уравнений 
условия единственности не выполняются, что 
и определяет неустойчивость численного 
процесса. 

При использовании методов третьей 
группы, например [18], неизвестные функции 
аппроксимируют сплайнами первой степени. 

В этом случае в пределах каждого шага ин-
тегрирования ( ) ( )

+
⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦1,k k

i iy y y  поверхность те-

кучести ( , ) 0F yT =
r

 будем аппроксимировать 
гиперплоскостями вида: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= α + β − γ =
r , , ,, 0,k i k i k i k

i j j j jf y t mT       (1) 

( )= 1,2 ,j  ( ) ( ) ( ) ( )( )+≥ ≤0 1;k k k k
i i Ny y y y . 

Поскольку состояния ( , ) 0F yT >
r

 недо-

пустимы, то коэффициенты ( ) ( ) ( )α β γ, , ,, ,i k i k i k
j j  бу-

дем выбирать так, чтобы для любого ( )
r

yT  
( ) ( )

+
⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦1,k k

i iy y y , удовлетворяющего соотноше-

нию ( ) ( ) =r
, 0k

if yT , выполнялось неравенство 

( , ) 0F yT ≤
r

. Например, в узлах ( )k
iy  вектор 

обобщенных напряжений ( )( )k
iyT

r
 соответст-

вует поверхности текучести ( )( , ) 0k
iF yT =

r
, а 

отклонение ( ) ( ) =r
, 0k

if yT  от поверхности теку-

чести минимально. Тогда для вычисления 
пяти искомых коэффициентов имеют место 
следующие соотношения: 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

+

+

+

⎡ ⎤≥ ∈⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤≤ ∈⎢ ⎥⎣ ⎦

= =

Ω−

− Ω →

∫

∫

r

r

r r

1

1

1

, 0; ,

( , ) 0; ,

, 0; , 0;

min,

k k k
i i i

k k
i i

k k
i i

f T y y y y

F T y y y y

F y F y

d

d

T T

  (2) 

Ω = 1 2 1 2.d dt dt dm dm    
Приближенную поверхность, образован-

ную гиперплоскостями ( ) =
r

( , ) 0k
jf yT , будем 

обозначать выражением ( ) =
r

( , ) 0k
NG yT , а тра-

екторию вектора обобщенных напряжений – 
( ) ( )Γ =

r
, 0k

N yT . Для такой кривой всегда можно 

построить линейчатую поверхность текучести 

0),()( =∈ yTF k
N  так, что ( ) ( )Γ =

r
, 0k

N yT  нахо-

дится на этой поверхности и 0),()( =∈ yTF k
N  

является вписанной по отношению к 
( , ) 0F yT =
r

. 
Согласно теоремам предельного равно-

весия [9] предельная нагрузка, определенная 
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на основе вписанных поверхностей текучести 

0),()( =∈ yTF k
N , не превосходит истинное 

значение. Уменьшая шаг интегрирования 
( ) ( ) ( )( )+= −1
k k k

i i ih y y , можно построить последо-

вательность вписанных поверхностей таких, 
что ( )

( ) →
− ⎯⎯⎯⎯→

r r

0
ˆ( , ) ( , ) 0k

i

k
N h

F y F yT T .   

Принимая справедливость гипотез Кирх-
гофа–Лява, уравнения равновесия осесим-
метрических оболочек записываются в виде 
[19]:  

( )

( )

( )

∗

∗

= −µ − −

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − µ

1 1 2
1

1 2
*

1 2

1 1 2

;

;

2 ,

Rd Rt t Q X
dy R

t td RQ R Z
dy R R

Rd Rm Q m
dy H

   (3) 

где µ = ξ1 0 tg ;l  ∗ = 0 2;R l R  ∗=
σ0

;
2
XRX

H
 

∗=
σ0

;
2
ZRZ

H
 = + λ1 0 2X x x , = + λ1 0 2Z z z  – каса-

тельная и нормальные поверхностные на-

грузки; 
−

= σ ζ∫σ

1

13
10

1
2

Q d
H

 – перерезывающее 

усилие; λ0  – параметр нагрузки; = − ξsin ;dR
ds

 

= ξcos ;dY
ds

 ξ =1 ;R d ds  = ξ2 cosR R  – расстоя-

ние от оси вращения Y  до срединной по-
верхности; =, ( 1,2)jR j  – радиусы кривизны 
срединной поверхности; ξ  – угол между осью 
вращения и касательной к образующей обо-
лочки; s  – координата вдоль образующей. 

Кинематические соотношения – связь 
скоростей деформаций и перемещений запи-
сываются в виде [9, 19]: 

( )

ε = µ + χ = −µ

ξ − ξ
ε = χ = µ

= µ −

&& &
& &

& &
&& &

& &&

01 2 1 2
1

02 2 3

2
1

; ;
2

cos sin
; ;

,

du w H dV
dy R dy

w u
V

R
dw uV
dy R

   

 (4) 

где  
ξ

µ = ξ µ =2 0 3
sincos ;

2
Hl

R
; µ =

ξ
0

4
1 sin
l R

R
. 

Скорости деформаций удовлетворяют 
условиям неразрывности [19]: 

( )

( )

ε ⎛ ⎞
+ µ ε − χ =⎜ ⎟

µ⎝ ⎠
χ

+ µ χ − µ χ =

&
& &

&
& &

02 0
1 01 2

3

2
1 1 4 2

0;

0

d R l
dy

d R
dy

   (5) 

   
или 

( )⎛ ⎞ µ µ χ
= − − + −⎜ ⎟ξ χ⎝ ⎠

&

&
0 4 1 1

2

,
sin

ldq q q n
dy H R R

 (6) 

где ( ) ( )= −ε χ = −ε χ ∈ −⎡ ⎤⎣ ⎦& & & &01 1 02 22 ; 2 ; , 1,1n q n q . 
Далее следуя постулату Друккера, пред-

полагают [4], что геометрическое место точек 
поверхности текучести определяет потенциал 
для соответствующих скоростей деформа-
ций. Тогда соотношения связывающие скоро-
сти деформаций и обобщенные напряжения 
определяются ассоциированным законом те-
чения [4]: 

∂ ∂
ε = λ χ = λ

∂ ∂

r r

& &0
( , ) ( , ); ,j j

j j

F y F y
t m
T T        (7) 

где λ  определяется с точностью до постоян-
ного множителя. 

При аппроксимации поверхности теку-
чести ( ), 0F yT =

r
 гиперплоскостями типа (1) 

на каждом шаге интегрирования 
( ) ( )

+
⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦1,k k

i iy y y  из (7) получим: 

( ) ( )ε = λα χ = λβ& &, ,
0 ;i k i k

j j j j .  (8)  
В четырехмерном пространстве норма 

( )=o ,  вектора скоростей деформаций, 

( )01 02 1 2, , , Tε = ε ε χ χ
r
& & & & &  определяется с точностью 
до постоянного множителя λ , а направление 
задается тремя соотношениями типа 

( )

( )
α

α

,
1

,
2

,
i k

i k

( )

( )
α

β

,
2

,
2

,
i k

i k

( )

( )
β

β

,
1

,
2

i k

i k . Откуда учитывая (8) полу-

чим: 
( ) ( )β χ = β χ& &, ,
2 1 1 2 ;i k i k  ( ) ( )β ε = α χ& &, ,

2 02 2 2;
i k i k        (9) 

( ) ( )α ε = α ε& &, ,
2 01 1 02
i k i k .      

Отметим, что для определения скорос-
тей перемещений && &, ,u w V  достаточно двух 
уравнений (9). В частности из первого и 
третьего уравнения (9) и (4)–(5) после интег-
рирования получим: 
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( ) ( )( )(
( )( )

( )
( ) ( )( )

ε = ρ ε +

⎞η
+ = η⎟ρ ⎠

∫

& &

& & &

02 02

0 ; ,
k

i

k
i

y
k k

i i

y

R R y

V y l dy V y V y
  (10) 

где   
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

β β

α β α β

η =

ρ = η

, ,
1 2

, , , ,
1 2 2 1

;

.

i k i k

i k i k i k i k

k
iR y R y

 

Введем обозначения: 
( )∗ϕ = ρ ξ1 cos ;   ( )∗ϕ = −ρ ξ2 sin ;   

( )

ϕ
ϕ = ρ

ρ∫ 4
3 0 ;

k
i

y

y

l dy   ϕ = η4 ;   

( )+

ϕ ϕ
ϕ = − = ϕ = ϕ −

ξ ξ
3

4 7 4 1, 1,2 ; ;
sin sin

j
j j R   
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( )
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( )

−

+−
+

+ +

⎛ ⎞ϕ⎜ ⎟ϕ = ψ + ψ µ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ
ϕ = ψ ψ µ =

ϕ
ϕ = ϕ ξ − =

ξ

∫

∫

1 5
8 2

1

51
8 2

1

10 7

1 ;

, 1,2 ;

ctg , 1,3 ;
sin

k
i

k
i

y

y

y
j

j

y

j
j j

dy
R

dy j
R

j

 

 
( )∗
ξ

ψ =
ξ

sin ;
sin

            ( )( )∗ξ = ξ ;k
iy  

( ) ( )( ) ( ), , , , 1,13 ;i k k
j j iy y jαϕ = ϕ =

r
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )′= α α β β
r , , , , ,

1 2 1 2, , , .i k i k i k i k i kα  

Теперь из (4), (10) получим: 
( )
( )

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= ϕ + ϕ + ϕ

= ϕ + ϕ + ϕ = ϕ

&& & &

& & && & &

11 12 13

8 9 10 4

;

; .

u w u V

w w u V V V
 (11) 

Согласно (9), (11) и в соответствии с [13] 
получим ограничения на геометрические па-
раметры оболочки и коэффициенты гипер-
плоскостей (1): 

( )( ( ) ( ) ( ) )
( ( ) ( ) )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

α ×β − α β
×

×β − α

ξ
× = β

ξ

α β ≥ α β ≥

, , , ,
1 2 2 1

, ,
1 2 2

2
,1

2

, , , ,
1 1 2 2

2

sin
;

cos

2; 2.

i k i k i k i k

i k i k

i k

i k i k i k i k

R H

R H
R

 (12) 

Эти условия накладывают ограничения 
на множество задач, решение которых воз-
можно методами типа [18].  

Отметим, что такой подход для решения 
задач предельного анализа оболочек был 
предпринят Ф.Г. Ходжем [20]. Поскольку чис-

ленное решение удалось построить только в 
некоторой части оболочки, то в остальных 
областях строились упругие решения, а авто-
ры работы [20] вынуждены были перейти к 
упругопластической задаче.  

Таким образом, при численном решении 
задач предельного равновесия оболочек с 
использованием нелинейных аппроксимаций 
неизвестных функций итерационные про-
цессы неустойчивы, что связано с наруше-
нием требований теорем единственности. 
Применение аппроксимаций первого порядка 
для неизвестных функций или кусочно–ли-
нейных поверхностей текучести вычисление 
решений возможно при выполнении ограни-
чений определяющих геометрические пара-
метры и параметры аппроксимирующих ги-
перплоскостей. При этом решения задач пре-
дельного равновесия в ряде случаев удается 
построить в квадратурах, тогда как числен-
ные методы в общем случае оказываются 
неприемлемыми. Одним из возможных путей 
решения этой проблемы является разработка 
численных методов, учитывающие особен-
ности задачи.  
 

Метод решения 
Таким образом, на каждом шаге интег-

рирования необходимо использовать особые 
конечные разности или аппроксимировать 
поверхность текучести специального вида 
гиперповерхностями.  При этом для построе-
ния конечных разностей, а затем численной 
процедуры эти гиперповерхности должны 
быть достаточно простой структуры такой, 
чтобы решение уравнений (3)-(4), (7) можно 
было получить в явном виде.  

В соответствии с ассоциированным зако-
ном течения [9] и гипотезами Кирхгофа–Лява 
[19],  усилия =, ( 1,2)jt j  зависят линейно от 
параметров ,n q  [13]. Эти параметры опре-
деляют значение координаты ζ  ( ζ ∈ −⎡ ⎤⎣ ⎦1,1  
координата вдоль внешней нормали к сре-
динной поверхности оболочки), где скорости 
деформаций ( )ε ζ = ε + ζχ& & &0 2j j j  меняют знак 
(6).   

Моменты =, ( 1,2)jm j  и параметры ,n q  
связаны, по крайней мере, квадратичной за-
висимостью [13]. Исключая эти параметры из 
соответствующих выражений в общем случае 
получим нелинейные соотношения для ги-
перповерхностей. Такого типа гиперповерх-
ности имеют место при реализации пласти-
ческих режимов [13], соответствующих сторо-
нам кусочно–линейного условия пластично-
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сти. Эти соотношения можно записать сле-
дующим образом [12]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

η − η = α ± θα

η − η = α − θ

=⎧⎪= θ = ⎨
=⎪⎩

m

1 2 2 1 1 2

2
1 2 2 1 2

;

1 ,

1,2;
1,2 ,

3,2 .

p p p p

p p p

t t

m m

n если p
p l

q если p l

 (13) 

 Здесь 2l – число сторон многоугольника пла-
стичности.     

 Соотношения второй группы (пласти-
ческие режимы, соответствующие вершинам 
условия пластичности) записываются в па-
раметрическом виде [13]: 
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  (14) 

При реализации пластических режимов 
(13) решение системы уравнений (3)–(4), (7), 
(13) удается получить в явном виде [12]:  

( ) ( ) ( )( ) ( )= +
r r r

.i k i
iy yU A U B        (15) 

Здесь  
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При реализации пластических режимов, 
соответствующих вершинам условия плас-
тичности решение в явном виде получить не 
удается. Поэтому на каждом шаге интегриро-
вания ( ) ( )

+
⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦1,k k

i iy y y  поверхность текучести 

( , ) 0F yT =
r

 будем аппроксимировать гиперпо-
верхностями (13): 

( ) ( ) ( ) ( )({
( ) )} ( )( ( ) ( ) )

= α α ± η −

−η − η −η − α =

r , , ,
2 2 1 2

2, , , ,
2 1 1 2 2 1 1

ˆ ( , )

0.

k k j k j k j
j

k j k j k j k j

f y m

m t t

T
(16) 

Пусть 0),()( =∈ yTF k
N  вписанная по от-

ношению к точной поверхности текучести 
( , ) 0F yT =
r

поверхность, образованная гипер-

поверхностями (16), а ( ) ( )( )′′ ′
rr
&,y yT ε  решение 

соответствующей задачи. Тогда в области 
пластического течения обобщенные напря-
жения ( )

r
yT  соответствуют некоторой кривой 

( ) ( ),k
N yTΓ

r
=0, расположенной на поверхности 

0),()( =∈ yTF k
N .  

Поскольку кривизна гиперповерхностей 
(14) превосходит кривизну гиперповерхностей 
(16) [13], то кривая  ( ) ( )Γ =

r
, 0k

N yT  не выходит 

за пределы области, ограниченной поверхно-
стью ( , ) 0F yT =

r
, а соответствующее значе-

ние предельной нагрузки не превосходит ис-
тинное значение [9]. 

Для обеспечения максимального при-
ближения кривой ( ) ( )Γ =

r
, 0k

N yT  к поверхности 

текучести ( , ) 0F yT =
r

, коэффициенты ( )α , ,k j
i  

( )η ,k j
i  будем выбирать так, чтобы в узлах  

( )= k
iy y  эта кривая касалась точной поверх-

ности текучести. Кроме этого, аналогично (2) 
потребуем, чтобы в пределах каждого шага 
интегрирования искомые коэффициенты 
должны обеспечивать минимальное отклоне-
ние кривой ( ) ( )Γ =

r
, 0k

N yT  (или ги-

перповерхности 0),()( =∈ yTF k
N ) и поверхно-

сти =
r

( , ) 0F yT . Тогда для определения вели-

чин ( )α , ,k j
i

( )η ,k j
i  имеют место соотношения (2), 

где ( ) ≥
r

( , ) 0k
jf yT  нужно заменить выражением 

0),()( ≥∈ yTF k
j .  

После вычисления констант гиперпо-

верхности 0),()( =∈ yTF k
N  значения искомых 

величин в узлах сетки определяются при по-
мощи выражений (15). При этом отметим, что 
аппроксимирующие гиперповерхности не 
противоречат теории тонких оболочек, а при 
уменьшении шага интегрирования прибли-
женная поверхность текучести сколь угодно 
близко приближается к точной поверхности 

( , ) 0F yT =
r

.  
Численный метод решения задачи с за-

данной точностью можно построить анало-
гично [16–18], где нужно изменить правила 
вычисления значений искомых функций в уз-
лах сетки.  

Особо следует отметить, что поскольку 
поверхность текучести строится в ходе чис-
ленной процедуры, при таком подходе не 
требуется определять последовательность 
реализации пластических режимов. 
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 Выводы 
Численное решение задач предельного 

равновесия оболочек с использованием не-
линейных аппроксимаций неизвестных функ-
ций сопровождается неустойчивыми итера-
ционными процессами, что связано с нару-
шением требований теорем единственности. 
Применение конечно разностных методов 
ограничено предположениями тонких оболо-
чек. 

При построении численных методов ре-
шения такого типа задач в пределах каждого 
шага искомые функции необходимо вы-
числять специальным способом, учитываю-
щим особенности задачи и предположения. В 
работе, применительно к задачам предель-
ного анализа оболочек, сформулирован со-
гласованный с положениями теории тонких 
оболочек способ аппроксимации искомых 
функций. 
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