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УНИВЕРСАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ  
ТЕКУЧЕСТИ ДЛЯ ЖЕСТКОПЛАСТИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК 
 

А.В. Налимов 
 

Проведен анализ работ, посвященных жесткопластическим трехслойным цилиндри-
ческим оболочкам. Доказано, что в рамках гипотез Кирхгофа-Лява решения существуют 
только для ограниченного диапазона геометрических параметров.  

Для построения решений при других геометрических параметрах предлагается способ 
аппроксимации поверхности текучести. Показано, что такие аппроксимаций позволяют 
строить решения в квадратурах. Путем соответствующего выбора коэффициентов ап-
проксимирующих поверхностей оценки предельной нагрузки вычисляются с любой заданной 
точностью. Показано, что экстремальные теоремы предельного анализа не выполняются 
при реализации различных механизмов течения.   
 

В механике конструкций существует не-
сколько хорошо разработанных областей, на-
пример, теория упругости, пластичности, пол-
зучести, трещин и т.д. В рамках этих моделей 
построены определяющие уравнения для 
элементов конструкций различных геометри-
ческих форм и внешних воздействиях. Для 
каждой из моделей сформулированы полные 
системы уравнений, но практически только в 
рамках теории упругости разработаны CAE 
системы [1], позволяющие строить решения 
для конструкций любых форм. Это связано с 
тем, что системы разрешающих уравнений 
теории пластичности, ползучести и трещин 
достаточно сложны, а для решения каждого 
типа задач необходимы индивидуальные 
подходы. Поэтому обычно при решении задач 
используются некоторые предположения. 
Например, в случае жесткопластических обо-
лочек принимают справедливость гипотез 
Кирхгофа – Лява, что позволяет понизить 
размерность задачи, но при этом увеличи-
вается число переменных. В общем случае 
поверхность текучести в пространстве обоб-
щенных напряжений αβ αβ,N M  образована пе-
ресечением гиперповерхностей [2]. Соотно-
шения, связывающие обобщенные напряже-
ния и скорости деформаций в предельном 
состоянии определяется в соответствии с 
ассоциированным законом течения [2].  

В пределах пролета оболочки возможны 
реализации пластических и жестких облас-
тей, границы которых заранее не известны. В 
каждой из пластических областей выпол-
няется некоторый набор пластических режи-
мов, отвечающих различным кускам поверх-
ности текучести. Таким образом, задачи пре-
дельного анализа сводятся к решению много-
точечных краевых задач для некоторого на-

бора ( )=
)

1,..., La a a  систем нелинейных диф-
ференциально – алгебраических уравнений, 
где ∈ ,ia A  ( )= 1,i L ; A – дискретное мно-

жество и = +1 2A c n c  ( = constci  и n – чис-

ло сторон многоугольника пластичности). 
Сложность этих задач заключается в том, что 
неизвестными являются набор систем урав-
нений 

)
a , границы их определения, а также 

границы пластических областей [2]. Кроме 
этого  обобщенные напряжения и скорости 
являются кусочно-непрерывными функциями 
[3].  

В силу ограниченности ресурсов вычис-
лительной техники и сложности разрешаю-
щих уравнений в 60-е годы были предложены 
различные методы упрощения задачи. Один 
из основных таких методов основан на упро-
щении поверхности текучести, например [4], 
где пренебрегается влиянием напряжений 
сдвига на предельное состояние. При этих 
предположениях оболочки однородного 
строения заменяются трехслойными, где каж-
дый слой воспринимает только мембранные 
напряжения.  

Хотя все необходимые соотношения для 
жесткопластических оболочек построены [5], 
решения задач даже для трехслойных конст-
рукций удается получить только для ограни-
ченного диапазона геометрических парамет-
ров. Это привело к тому, что многие авторы 
[2] больше внимания стали уделять построе-
нию оценок предельных нагрузок кинемати-
ческими и статическими методами. При дру-
гом подходе, например в [6], оценки предель-
ных нагрузок получают на основе точных ре-
шений для приближенных поверхностей теку-
чести.  
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Для цилиндрических оболочек обычно 
удается построить аппроксимацию поверхно-
сти текучести так, что решение существует 
при любых геометрических параметрах [2].  
Используя такой подход при вычислении 
оценок предельной нагрузки для обеспечения 
заданной точности необходимо построить 
соответствующие вписанные и описанные 
поверхности [7]. Такие поверхности можно 
построить как параметрическую последова-
тельность аппроксимаций, которые при 
стремлении некоторого параметра к пре-
дельному значению приближаются к точной 
поверхности. В работе [8] в качестве такой 
последовательности аппроксимаций предла-
гается использовать линеаризованные по-
верхности, где в качестве параметра явля-
ется число гиперплоскостей. Если решение 
для таких аппроксимаций существует, то раз-
работка CAE системы вычисления предель-
ных нагрузок не представляет труда.  

Поскольку при использовании линеари-
зованных поверхностей текучести решение 
задач предельного анализа не всегда удает-
ся построить, то необходимо выявить при-
чины этого и при необходимости определить 
способы изменения аппроксимаций поверх-
ностей текучести так, чтобы предельные на-
грузки во всех случаях можно было вычис-
лить. Это возможно, поскольку для осесим-
метрических оболочек однородного строения 
решения получены при любых геометри-
ческих параметрах  [9].   

Анализ задач, когда решения удается 
построить только для ограниченного диапа-
зона параметров, показывает, что в этих слу-
чаях разрешающие дифференциальные 
уравнения являются автономными. Напри-
мер, для трехслойной цилиндрической обо-
лочки, нагруженной внутренним  давлением 
P  постоянной интенсивности, уравнения 
равновесия и кинематические соотношения 
записываются в виде [10]: 

( )

[ ]

′′ = µ −

′′−
ε = χ = ∈

µ
& &

2
1 2

02 1 2

2 ;

; , 0,2 ,
2

m t p
ww x

   (1)  
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µ = = = =
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2 0 2
2

0 0

; ; ; ;
l N NPR Wp w t
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′= = σ = σ =1
1 0 0 0 0

0

; 2 ; ;
M dwm N h M hH w
M dx

; 

2 1, -N M меридиональное усилие  и осевой 
изгибающий момент; 2 , , ,l R h H - длина, радиус 
срединной поверхности, толщина несущих и 

срединного слоев, соответственно; σ0 0 0, ,N M  
-  предел текучести материала несущих сло-
ев и предельные значения для усилия и мо-
мента. 

Пусть материал несущих слоев подчи-
няется условию пластичности Треска, тогда 
сечение поверхности текучести плоскостью 

=1 0N (осевое усилие отсутствует) представ-
ляет собой шестиугольник ABCDEF  (рис. 
1), стороны которого описываются соотноше-
ниями [2]: 
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В общем виде предельные соотношения 
можно записать в виде:   ( ) ( )≤ =2 1, 0, 1,6 .if t m i  

Ассоциированный закон течения [2]: 
( )

( )

∂
ε = λ

∂

∂
χ = λ

∂

∑

∑

&

&

2 1
02

2

2 1
01

1

,
;

,
,

i
i

i

i i
i

i

f t m
t

f t m
m

    (3) 

где   
( ) ( )
( ) ( )

λ > = =

λ = < <
2 1 2 1

2 1 2 1

0 , 0 , 0;

0 , 0 , 0.
i i i

i i i

если f t m и df t m

если f t m или df t m
 

Представим поверхность текучести в ви-
де: ( ) ( )= λ =∑2 1 2 1, , 0i i

i
F t m f t m . Согласно (3) 

полный дифференциал ( ) =2 1, 0dF t m  или  
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Интегрируя последнее соотношение при 
учете (1) и (3) получим: 

′ ′′′ − =1 1 .m w m w C      (4) 
Здесь С – константа интегрирования, опреде-
ляемая из краевых условий, и ≠ 0С  [9], ибо в 
противном случае из (4) следует: 

( ) ( )′ =1m x Bw x , 
где B  константа интегрирования. 

При шарнирном закреплении или жест-
ком защемлении на краях оболочки задается 
нулевая скорость прогиба. Поскольку перере-
зывающая сила в окрестности заделки не 
равна нулю, то и константа ≠ 0С  (4).  Знак 
константы С  определяется в соответствии с 
законом течения. Например, для оболочки с 
шарнирно опертыми краями и нагруженной 
внутренним давлением равенства ( ) =2 1t x  и 

( ) =1 0m x  обеспечивают статически допус-
тимое поле напряжений и, следовательно, 
для любого пластического режима (2) имеют 
место оценки ≥ 1p , ′′ ≤1 0m . Принимая, что 
при положительном внутреннем давлении 
( ) ≥ 0w x  и учитывая равенства 

( ) ( )′ ′= =1 1 1 0m w , получим > 0С .  
Пластические состояния, соответствую-

щие сторонам BC и EF не могут реализо-
ваться в конечной области оболочки [5], а их 
выполнение в некотором сечении сопровож-
дается реализацией пластического шарнира.  

В случае шарнирно опертой оболочки  
′′ ≤1 0m , ≥ 0w , ′′ ≤ 0w , что возможно при  

реализации пластического режима, соответ-
ствующего стороне AB  (рис. 1). При реали-
зации этого режима приведем уравнения (1)-
(3) к нормальной форме: 

( ) ( )

( )

⎛ ⎞′ ′= µ + − −⎜ ⎟µ⎝ ⎠

⎛ ⎞
′ ′= µ − ∈ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦µ⎝ ⎠

2
2

1 1 1 1

2
2

1 0 4 1 ;

1 0 , 0,1 .

m m p m m

w w w x

 (5) 

Решение уравнений (5) существует, если 
правые части являются непрерывными функ-
циями величин 1,m w [11]. Не трудно убе-
диться, что в случае µ ≥ π 2  условия сущест-
вования решения для уравнений (5) не вы-
полняются, а точка µ = π* 2x  является осо-
бой. В принципе решения можно продолжить 
при помощи других интегральных кривых, оп-
ределяемых уравнениями: 

( ) ( )
⎡ ⎤⎛ ⎞′⎢ ⎥+ − − =⎜ ⎟µ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2
2

1 1 1
1 0 4 1 0m p m m ; = 0w  

или 

( ) ( )⎛ ⎞′ ′= −µ + − −⎜ ⎟µ⎝ ⎠

2
2

1 1 1 1
1 0 4 1m m p m m ; 

( )⎛ ⎞′ ′= −µ −⎜ ⎟µ⎝ ⎠

2
21 0 .w w w  

Кривые первой группы противоречат ус-
ловию ≠ 0С  (4), а второй группы противоре-
чат краевым условиям в сечении = 1x . Сле-
довательно, продолжить решение не пред-
ставляется возможным.  

Таким образом, решение задачи пре-
дельного анализа для шарнирно опертой 
трехслойной цилиндрической оболочки, на-
груженной постоянным внутренним давле-
нием, существует только  при условии 
µ < π 2 .  

Для коротких трехслойных оболочек 
( )µ < π 2 , принимая механизм течения с реа-
лизацией в сечении = 1x  пластического  
шарнира, для определения предельного па-
раметра нагрузки Τ=p p  получим [2]: 

( )
( )( )Τ

µ π
= + < µ <

− µ

cos
1 , 0

22 1 cos
p .    (6) 

Для построения приближенных решений 
задач предельного анализа трехслойных 
оболочек будем использовать приближенные 
поверхности текучести. Такие приближенные 
поверхностей текучести необходимо выби-
рать так, чтобы при любом значении геомет-
рического параметра µ  возможно только точ-
ка = 1x   была особой.  

Для обеспечения этого, сторону BC (рис. 
1) заменим параболами: 

= − ε + ω2
1 24 ,m t      (7) 

где ω = + ε1  для описанной  и ω = 1 для впи-
санной поверхности текучести. 

Последовательность поверхностей теку-
чести (2), (7) при выполнении ε → 0  сходится 
к точной поверхности. 

В силу симметрии задачи рассмотрим 
половину оболочки ∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦0,1x , где в области 

∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦0,x x  реализуется пластическое течение, 
соответствующее стороне AB (рис. 1), а в об-
ласти ∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦,1x x  состояние (7). 

На первом участке ∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦0,x x  решение 
уравнений (5) с краевыми условиями 
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= =1(0) (0) 0;m w ∗=1( )m x m  ( ∗m  определяется 
как абсцисса точки пересечения прямой AB 
(2) и параболы (7)) записывается в виде: 

 
( )( )

( )
( ) ( )( )( )∗

= θ − µ +

µ
+ − θ − µ

µ

1 1 cos

sin
1 cos ;

sin

m x

x
m x

x

  (8) 

( ) π
= µ ∈ µ <⎡ ⎤⎣ ⎦sin , 0, ; .

2
w D x x x x  

 
Здесь θ = −2(1 );p  > 0D  некоторая констан-
та. Поскольку скорости перемещений опре-
деляются с точностью до постоянного множи-
теля [2], а ≠ 0С  произвольная константа ин-
тегрирования, то можно принять D С= .  

При =x x  из (8) получим: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

′ ′= =

′′= =

µ ⎡′ = µ +⎣µ

⎤+ θ − µ ⎦

′= µ = µ µ

1 1; ;

; ;

cos
sin

1 cos ;

sin ; cos .

m x m m x m

w x Dw w x Dw

m m x
x

x

w x w x

  (9) 

 
На втором участке в области ∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦,1x x  из 

(1), (7) получим: 
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( ) ( )
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′ = γ ξ
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+ ξ ϕ
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где  

∗ξ = ν − δ ξ = ν − δ ξ = ν − δ1 0 0 *; ; ;m m m  

( ) ( ) ( )⎡ ⎤ξ = − ξ ± − ξ + ξ⎢ ⎥⎣ ⎦1,2 0 0 00.5 * 3 3 * 3 ;p p p         

( ) ( ) ( ) ( ) ω
ξ = ξ − ξ ξ − ξ ξ − ξ δ = ν =
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µ
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µ δδ 0 12
2 12; ; (1);
3

m m  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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∗
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⎡ ξ ξ

+ − − ξ − ξ ×⎢
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( ) ( )( )∗× ϕ − ϕ +F , F ,k k  

( ) ( )
( )

( )( )
( )

∗ ∗

∗

⎫⎤ξ − ξ ξ − ξ ξ − ξ ξ − ξ ⎪⎥+ − ⎬ξ − ξ ξ − ξ ⎥⎪⎦⎭

0 1 0 1

2 2

;  

= + ξ − ξ3 3 2
0 04 3 ;G p p  

где ( )ϕF ,k , ( )ϕE ,k , ( )Π ϕ 2, ,k k - эллиптические 

интегралы первого, второго и третьего рода 
соответственно и  

( ) ( )
( ) ( )

∗
∗

∗

ξ − ξ ξ − ξ
ϕ =

ξ − ξ ξ − ξ
1 2 0

1 0 2

arcsin ; 

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

ξ − ξ ξ − ξ ξ − ξ
ϕ = =

ξ − ξ ξ − ξ ξ − ξ
1 2 0 1 0

1 0 2 1 2

arcsin ; .k    

Соотношения (10) содержат три неиз-
вестные величины 0, ,p m x , значения которых 
должны быть определены в ходе решения 
следующей системы нелинейных алгебраи-
ческих уравнений: 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ − γ ξ =

⎡− ξ − ξ − λ × ξ − ξ ×⎣
⎤×Π ϕ + ξ ϕ =⎦

⎡ ⎤ξ
′µ ξ − γ ξ − +⎢ ⎥

δγ⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′ ′+ − µ ξ − =

*

1 2 0 2

2
2

02
0 0 2

2
2

0;

1

, , F , 0;

2
2

2 0.

m U

x

k k k

V
p U w m

w m m p w

(11) 

Здесь третье уравнение представляет 
соотношение  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∗
⎡ ⎤′ ′′ ′′′ − + =⎢ ⎥⎣ ⎦1 1 1 1 0m w x m x w x m w   

при условии = > 0D C . 
Решение системы уравнений (11) суще-

ствует при любых значениях геометрического 
параметра µ . На рис. 2 сплошной линией 
приведены зависимости предельного пара-
метра Τp , а пунктирными линиями, получен-
ные в результате решения систем (11) для 
вписанной поверхности ω = 1 (7) при различ-
ных значениях параметра ε .     
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В случае µ ≥ π 2  предельный параметр 
нагрузки p , полученный в результате реше-
ния уравнений (11), превосходит оценку = 1p  
на величину того же порядка, что и точность 
вычисления. 

На рис. 3 приведены зависимости вели-
чины Τφ = p p  от геометрического параметра 
µ , где p  определяется на основе описанной 
поверхности текучести при различных значе-
ниях величины ε .  

 
 
Из рис. 3 следует, что предельный па-

раметр нагрузки, определенный на основе 
вписанной поверхности текучести превосхо-
дит соответствующий параметр для внешней 
поверхности. На первый взгляд этот факт 
противоречит теоремам предельного анализа 
[3,7]. На самом деле это не так, поскольку 
теоремы предельного анализа доказаны при 
условии, что диссипация энергии на поверх-
ностях разрыва скоростей при реализации 
различных полей совпадают [3]. В рассмат-
риваемом случае решение (6) получено при 
наличии пластического шарнира, тогда как 
решение (11) получено при отсутствии тако-
вых. Это и является главной причиной «на-
рушения» теорем предельного анализа.  

Таким образом, при наличии пласти-
ческих шарниров и различных механизмах 
течения теоремы предельного анализа в об-
щем случае не выполняются.  

Кроме этого, применительно к трехслой-
ным цилиндрическим оболочкам можно по-
строить сходящуюся последовательность 
аппроксимаций поверхности текучести таких, 
что при их выполнении пластическое течение 
выполняется во всем пролете оболочки, а 
пластические шарниры могут реализоваться 
только на краях оболочки. Предельная на-
грузка соответствующая этим поверхностям 
стремится к точному значению.  
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