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О МЕРЕ СВЯЗИ ЗНАЧЕНИЙ ПРИЗНАКОВ 
 

Ю.Г. Дмитриев, Е.В. Самойлова 
 

На основе оценки с использованием априорной информации, имеющей наименьшую дис-
персию в классе линейных несмещенных оценок, вводится мера связи между отдельными 
значениями качественных признаков. Исследована связь введенной меры и стандартного 
коэффициента сопряженности. Показано, как меняется величина меры в зависимости от 
выбора значений. 

 
При работе с качественными социально-

экономическими данными  обычно исследу-
ются зависимости между признаками в це-
лом, а не между их конкретными значения-
ми. Однако описание социальных закономер-
ностей базируется на описании связей между 
отдельными значениями признаков (конкрет-
ными свойствами объектов), а не признаками 
в целом [1]. Примером может служить иссле-
дование, цель которого - узнать, какие имен-
но социальные, экономические или демогра-
фические характеристики потребителей 
сильнее всего влияют на то,  приобретают ли 
они товары в тех или иных магазинах.  

Кроме того, даже когда между какими-то 
отдельными значениями признаков имеется 
достаточно сильная связь, между признаками 
в целом связь может быть слабой [1], [3]. По-
этому представляется естественным ввести 
меру связи между отдельными значениями 
качественных признаков. 

 
Построение меры связи на основе 

оценки, учитывающей априорную  
информацию 

 
Рассмотрим конечное множество 

{ }NOO ,...,1=Ω , состоящее из N объектов Oj, 
каждый из которых характеризуется S каче-
ственными признаками С1,…,СS. Признак Сs 
принимает 1>sm  значений k

sc  
( )∑ = === S

s ss MmSsmk 1,,1,,1 . 
Пусть k

sQ - множество объектов из Ω , 
для которых признак Сs принимает значение 

k
sc , ( )k

sQν  - число элементов этого множества. 
Тогда их доля во всей совокупности равна 
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Выберем m<M других значений призна-
ков С1,…,СS и для простоты переобозначим 
эти значения b1,…, bm, а соответствующие им 
множества объектов обозначим Bi ( mi ,1= ). 
Значения bi  могут принадлежать как одному 

и тому же, так и разным признакам; потребу-

ем лишь, чтобы NB
m

i
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ν . Доля объектов 

множества Bi  во множестве Ω  
 

( )
N
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Обозначим k

s
k
s QAca == , . Допустим, что 

доля PN(A) нам неизвестна, но известны 
PN(Bi) ( mi ,1= ). 

Пусть имеется выборка без возвращения 
объема n объектов из Ω . Требуется по дан-
ной выборке оценить PN(A), используя ин-
формацию о значениях PN(Bi). Рассмотрим 
оценку следующего вида:  
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где ( ) n
AAP nn

)(ν= , mλλ ,,1 Κ  - числовые коэф-
фициенты. 

Данная оценка является несмещенной, 
т.е. математическое ожидание )()(* APAMP Nn = . 
Коэффициенты mλλ ,,1 Κ выбраны из условия 
минимума дисперсии ( )ADPn

*  оценки  и имеют 
вид 
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BBK  - симметричная матрица вида 
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( BBK  предполагается невырожденной), 
)( iN ABP  - доля объектов совокупности, одно-

временно принадлежащих A и Bi, )( jiN BBP  - 
доля объектов совокупности, одновременно 
принадлежащих Bi и Bj, 

При этом дисперсия 
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Поскольку квадратичная форма 
ABBB

T
AB KKK 1−  неотрицательно определена, то 

 )()(* ADPADP nn ≤ . (4)
Поделив равенство (3) на )(ADPn , полу-

чим 
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Обозначим 
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Величина ( )amη  характеризует степень 
влияния значений b1,…, bm на точность оце-
нивания  (по величине дисперсии) PN(A). По-
этому можно рассматривать ( )amη  как меру 
связи между значением a признака Сs и на-
бором значений b1,…, bm признаков С1,…,СS.  

 
Свойства меры связи 

 
Рассмотрим некоторые свойства вве-

денной меры связи ( )amη . 
1) 1)(0 ≤≤ amη . Это следует из соот-

ношений (4)-(6). Чем ближе ( )amη  к единице, 
тем меньше величина дисперсии оценки 

( )APn
* . Поэтому будем говорить, что чем бли-

же ( )amη  к единице, тем сильнее связь между 
значением a  и значениями b1,…,bm. 

Величина ( ) 0=amη , когда для всех 
miBi ,1, =  выполняется равенство 

)()()( iNNiN BPAPABP = . 
Величина ( ) 1=amη , когда для всех зна-

чений mbb ,...,1  выполняется: 
• jibb ji ≠∀ :,  0)( =jiN BBP ; 

• miBPABP iNiN ,1),()( ==   

(либо miABP iN ,1,0)( == ); 
• ∑ = =m

i NiN APBP1 )()(   
(либо∑ = −=m

i NiN APBP1 )(1)( ) 
2) По аналогии тому, как это сделано 

в [2], можно показать, что 
( ) ( )mmmmm bbabbba ,...,,,..., 1111 ηη ≥++ . 

Однако если взять другой набор ''
1,..., mbb , 

в котором хотя бы одно значение 
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может быть как больше, так и меньше 
( )mm bba ,...,1η . 
Таким образом, величина данной меры 

связи зависит как от количества m выбранных 
значений признаков b1,…, bm, так и от того, 
какие именно значения bi выбраны. 

3) В случае m=1 (выбрано только 
одно значение b1=b): 
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где ba,  - значения, которым соответствуют 
множества объектов AA \Ω=  и BB \Ω= . 

 

Связь с коэффициентом Пирсона 2χ  
 

В некоторых ситуациях, когда количест-
во значений признаков 2>im , связь между 
признаками в целом может быть слабой, да-
же если между их отдельными значениями 
есть достаточно сильная связь. В [3] приве-
дены примеры таких ситуаций. 

В [1] был предложен метод измерения 
связи между конкретными значениями ak и bi 
двух качественных признаков A и B, прини-
мающих mA и mB значений соответственно. 
Согласно этому методу, признаки  A и B 
должны быть преобразованы в дихотомиче-
ские (имеющие лишь два значения):  

• признак A’ со значениями kaa =  и 

∑ ≠= ks saa ; 
• признак B’ со значениями ibb =  и 

∑ ≠= is sbb . 
Затем связь между A’ и B’ измеряется 

при помощи какой-либо меры связи, пред-
ставляющейся приемлемой для целей иссле-
дования. 

В качестве такой меры возьмем коэф-
фициент Пирсона 2χ : 
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где As – множество объектов, соответствую-
щее значению as признака А, 
Bt – множество объектов, соответствующее 
значению bt признака В. 

Выразим  (7) через доли PN(.): 
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Таким образом, мы показали, что 
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Случай непересекающихся множеств  

объектов B1,…,Bm 
 

Выше предполагалось, что b1,…, bm мо-
гут являться значениями разных признаков 
С1,…,СS. Пусть теперь все bi являются значе-
ниями какого-то одного признака.  
Утверждение 1. Пусть B1,…,Bm - попарно не-
пересекающиеся множества объектов, 
т.е. Ι =≠∀ ji BBji ∅ (∅ - пустое множество) и 

( ) 0=jiBBν . Пусть множество ∑ == m
i iBB 1 ; b – 

значение, которому соответствует множество 
В. Тогда мера связи  

( ) ( )+= babba mm 11,..., ηη  
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где ( ) ( )∑ == m
i iNN BPBP 1  - доля объектов сово-

купности, принадлежащих  B. 
Докажем это утверждение, получив в яв-

ном виде 1−
BBK , перемножив матрицы и при-

ведя подобные. 
С учетом того, что Bi являются попарно 

непересекающимися, матрица KBB примет 
вид  
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Вычислив обратную матрицу, получим 

( )
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=−

m

N
BB

h

h
h

BP
K

Λ
ΜΟΜΜ

Λ
Λ

11

11
11

*
1

1 2

1

1 , 

где ( ) ( )
( ) mi
BP

BPBPh
iN

iNN
i ,1,1

=
+−

= . Отсюда 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) *22 BPBPAPAP

BPa
NNNN

N
m

−−
=η  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )+
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−∑ ∑
= =

m

i

m

j
jNNjNiNNiN BPAPABPBPAPABP

1 1

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) =
⎭
⎬
⎫

−
−

+ ∑
=

m

i
iNNiN

iN

N BPAPABP
BP

BP
1

21  

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) −

−−

−−−
=

BPBPAPAP
BPAPABPBP

NNNN

NNNN
22

211  

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) *)1(

22 BPBPAPAP
BPBP

NNNN

NN

−−

−
−  

( ) ( ) ( )( )
( ) =

−
∑
=

m

i iN

iNNiN
BP

BPAPABP
1

2
*  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) +

−−

−
=

BPBPAPAP
BPAPABP

NNNN

NNN
22

2
 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−

+ ∑
=

m

i N

N

iN

iN

NN BP
ABP

BP
ABP

APAP 1

22

2
1

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
+= ∑

= BP
ABP

BP
ABP

APAP
ba

N

Nm

i iN

iN

NN

2

1

2

21
))(())((1η . 

Утверждение 2. Если B1,…,Bm - попарно не-
пересекающиеся множества объектов, а 

∑ == m
i iBB 1 , то ( ) ( )babba mm 11,..., ηη ≥ . Причем 

равенство будет иметь место только в случае  

 ( )
( )

( )
( ) mi
BP

ABP
BP

ABP
N

N

iN

iN ,1=∀=    (9)

(см. рис. 1). В частности, условие (9) выпол-
няется, когда  

• ABB m
i i ⊂= ∑ =1  (см. рис. 3),  

• либо ( )AABB m
i i \1 Ω=⊂= ∑ =  (см. рис. 

4). 
В противном случае (когда (9) не выпол-

няется)  ( ) ( )babba mm 11,..., ηη >  (см. рис. 2). 
Это утверждение можно доказать, рас-

смотрев выражение  
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как функцию от ( )iN BP  и исследовав его на 
экстремумы. 

 
Данный результат имеет важное практи-

ческое значение. Например, с его помощью 
можно произвести укрупнение градаций при-
знаков. Приведем два примера. 

Пример 1. Пусть объектами множества Ω  
являются люди, принявшие участие в опросе. 
Обозначим 

• А – множество респондентов, имеющих 
среднемесячный доход свыше 5 тысяч руб-
лей, PN(А)=0,6; 

• B1 - множество респондентов в возрас-
те от 35 до 40 лет; PN(B1)=0,1;  

• B2 - множество респондентов в возрас-
те от 41 до 45 лет, PN(B2)=0,4; 

• B3 - множество респондентов в возрас-
те от 46 до 50 лет, PN(B3)=0,1; 

• В - множество респондентов в возрас-
те от 35 до 50 лет; PN(B)=0,6. 

Очевидно ( ) BBBB =++ 321 . Пусть 
PN(AB)=0,5, PN(AB1)=1/12, PN(AB2)=4/12, 
PN(AB3)=1/12. Вычислив значения меры свя-
зи, получим 

( ) ( )
( ) ( )

;34,0
4,06,0

36,03,0
22

2

1 ≈
−

=baη   

( ) 34,0,, 3213 ≈bbbaη . 
 

 
Таким образом, если основная цель ис-

следования связана с изучением людей с до-
ходом от 5 тыс. рублей, градации b1, b2, b3 
признака «возраст» можно объединить в одну 
градацию b. 
Пример 2. Пусть  

• множества Ω , А и В -  те же, что и в 
примере 1; 

• B1 - множество респондентов мужского 
пола в возрасте от 35 до 50 лет; PN(B1)=0,2,  

• B2 - множество респондентов женского 
пола в возрасте от 35 до 50 лет, PN(B2)=0,4; 

• B3 - множество респондентов в возрас-
те от 35 до 50 лет, имеющих высшее образо-
вание, PN(B3)=0.2; 

• B4 - множество респондентов в возрас-
те от 35 до 50 лет, не имеющих высшего об-
разования, PN(B4)=0.4. 
Очевидно ( ) ( ) BBBBB =+=+ 4321 . Пусть 
PN(AB)=0,5 PN(AB1)=1/6, PN(AB2)=2/6, 
PN(AB3)=0,1, PN(AB4)=0,4. Вычислив значения 
меры связи, получим  

А 
В 
1

В2 
В1

Рис. 3. Сохранение значения меры свя-
зи при укрупнении градаций (частный
случай: ABB m

i i ⊂= ∑ =1 ) 

Рис. 4. Сохранение значения меры свя-
зи при укрупнении градаций  (частный 
случай: ABB m

i i ⊂= ∑ =1 ) 
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Рис. 1. Сохранение значения меры связи
при укрупнении градаций

( ) ( )( )babba 1212 , ηη =  

Рис. 2. Уменьшение значения меры свя-
зи при укрупнении градаций

( ) ( )( )babba 1212 , ηη >  
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( ) ;34,01 ≈baη  

( ) ;34,0, 212 ≈bbaη   ( ) 479,0, 432 ≈bbaη . 
Это означает, что если мы разобьем 

множество В на B3 и B4 и посмотрим, как в 
каждом из них распределились доли респон-
дентов, принадлежащих А, то мы получим 
больше информации об А, чем дает В в це-
лом. А в случае разбиения В на B1 и B2 дета-
лизация получается излишней, т.к. при этом 
мы не получим никакой новой информации об 
А. 
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