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Теоретической базой нового направле-

ния в приборостроении, основанного на раз-
работке многоэлементных первичных изме-
рительных преобразователей с модуляцией в 
функции измеряемого воздействия связанных 
колебаний пьезорезонаторов (МЭ МСК ПРД), 
являются успехи в развитии нелинейной ди-
намики. Использование сложных нелинейных 
динамических систем для создания устройств 
получения и обработки измерительной ин-
формации открывает новые возможности для 
метрологии и технических измерений. Иссле-
дования, проектирование, прогноз поведения 
таких сложных динамических систем опира-
ются, с одной стороны, на использование 
компьютерных технологий, а с другой – на 
построение иерархии физических и матема-
тических моделей. На верхнем уровне в такой 
иерархии находятся сложные физические 
модели с широкой областью применимости, 
анализ которых требует достаточно больших 
вычислительных процедур. Модели более 
низкого уровня проще, но могут быть приме-
нимы только в более узких рамках. Их досто-
инством является универсальность, так как 
при исследовании множества различных не-
линейных систем возникают одни и те же мо-
дели этого уровня. Изучение таких систем 
позволяет ввести новые концепции, понятия, 
методы исследования.  

Как известно из теории колебаний, в 
системах с большим числом степеней свобо-
ды могут устанавливаться сложные режимы 
взаимодействий между отдельными осцилля-
торами. Такие колебательные системы ха-
рактеризуются наличием гистерезиса, тре-
бующего дополнительных затрат энергии для 
перевода системы из одного устойчивого со-
стояния в другое, что позволит повысить их 
устойчивость при быстропротекающих дина-
мических процессах. Изменяя параметры ос-
цилляторов, их добротность и резонансные 
частоты, можно реализовать определенный 
алгоритм реакции сложной колебательной 
системы на изменение входных воздействий. 
Таким образом, на основе ансамблей взаи-

модействующих осцилляторов могут быть 
реализованы не только измерительные, но и 
функциональные преобразователи.  

В связи с тем, что процессы синхрониза-
ции, бифуркации в сложных нелинейных ко-
лебательных системах со многими степенями 
свободы могут иметь недетерминированный, 
стохастический характер, представляет инте-
рес исследование возможности создания на 
их основе функциональных устройств с не-
четкой логикой. К их достоинствам можно от-
нести схемную и конструктивную простоту, 
высокую чувствительность, надежность в ра-
боте, устойчивость к воздействию дестабили-
зирующих факторов. Как показали теоретиче-
ские и экспериментальные исследования, 
максимальная чувствительность таких уст-
ройств достигается при реализации бифурка-
ционных режимов связанных колебаний ос-
цилляторов.  

К настоящему времени одним из пер-
спективных направлений в данной области 
является разработка измерительных и функ-
циональных преобразователей, контролле-
ров с нечеткой логикой на основе взаимосвя-
занных осцилляторов и даже осцилляторных 
нейроноподобных измерительных устройств 
на основе использования связанных колеба-
ний в пьезорезонансных структурах. Особен-
ностью таких многоосцилляторных преобра-
зователей является то, что в них большое 
разнообразие выполняемых функций реали-
зуется не за счет использования дополни-
тельных электронных узлов обработки изме-
рительной информации, а непосредственно 
на физическом уровне в результате перерас-
пределения колебательной энергии между 
взаимодействующими осцилляторами, в ус-
ловиях максимального приближения к объек-
ту измерения. Это позволяет существенно 
повысить точность и разрешающую способ-
ность измерительных устройств, расширить 
их функциональные возможности, обеспечить 
параллельный принцип первичной обработки 
большого объема измерительной информа-
ции.  
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Конструктивно МЭ МСК ПРД представ-
ляют собой единую колебательную систему, 
состоящую из определенного числа взаимо-
действующих между собой пьезорезонаторов 
и вибраторов (рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Разновидности конструктивного 
исполнения МЭ МСК ПРД. АГ – автогенера-

тор на основе пьезорезонатора, В – вибратор 
 
Чувствительные элементы таких много-

элементных датчиков могут быть распреде-
лены в линию, в плоскости, в объеме. Для 
этой цели могут использоваться последова-
тельные, параллельные и смешанные схемы 
соединения осцилляторов.  

 На рисунке 2 представлена одна из ба-
зовых моделей многоэлементных датчиков 
виде цепочки осцилляторов. При таком виде 
соединения осцилляторов структура ансамб-
ля упорядочена таким образом, что каждый 
из осцилляторов связан только с двумя сосе-
дями (за исключением двух крайних). 

 

 
 

Рисунок 2 – Схема цепочки  
взаимодействующих осцилляторов 

 
В общем случае в качестве осциллято-

ров могут использоваться радиотехнические 
цепочки, электронные приборы СВЧ диапазо-
на и т.п. В теории колебаний рассматривает-

ся механическая модель такой многоэле-
ментной колебательной системы в виде схе-
мы, изображенной на рис. 3а, состоящая из 
(N+2) инерционно связанных шаров [1].  

 

 
 

Рисунок 3 – Модель механической многоэле-
ментной колебательной системы 

 
Масса каждого шара – m и жесткость 

пружины - k. Уравнение движения для n-ой 
массы может быть представлено в виде 
дифференциального уравнения: 

 0)(2 11   nnnnn xxkxxxm  . (1) 
Такое уравнение имеет следующее ре-
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Спектр собственных частот такой систе-
мы в общем виде определяются следующим 
выражением: 
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При слабой связанности в колебатель-
ной системе отдельные осцилляторы в це-
почке могут находиться в противофазе друг 
относительно друга. При повышении связан-
ности в системе они начнут группироваться в 
синфазно колеблющиеся группы или класте-
ры, которые, в свою очередь, между собой 
будут оставаться в противофазе. Поэтому 
суммарный набег фазы к концу цепочки будет 
уменьшаться на угол, кратный числу π. При 
достаточно сильной связанности между ко-
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леблющимися элементами цепочки сдвиг фаз 
между концевыми осцилляторами может дос-
тигнуть π, а между любыми двумя точками 
спектра 

)1( N
 . Распределение собственных 

частот вдоль оси   будет неоднородным. 
Увеличивая количество осцилляторов N, 
плотность проекций точек, изображающих 
собственные частоты, на эту ось будет воз-
растать быстрее около крайних точек. Если 

N , а движущиеся элементы находятся в 
ограниченном объеме, то расстояние между 
соседними элементами стремится к нулю. 
Система ведет себя так, как если бы она бы-
ла непрерывной, т.е. движение соседних 
элементов почти одинаково. Если увеличи-
вать количество масс и пружин, а их самих 
уменьшать, то рассматриваемая цепь пере-
ходит в струну. Картина колебаний принима-
ет вид стоячих волн. Стоячие волны являют-
ся нормальными модами непрерывных сис-
тем. Непрерывная система имеет бесконеч-
ное число степеней свободы и соответствен-
но бесконечным числом мод. Общее движе-
ние системы может быть описано как супер-
позиция ее мод. Амплитуды и фазовые кон-
станты определяются из начальных условий. 
Длина стоячей волны – расстояние вдоль 
системы между двумя осцилляторами, кото-
рые колеблются в одинаковой фазе. Тогда 
для j-го колебания можно записать: 

 
djj  2 ,  (5) 

где d – расстояние меду соседними осцилля-
торами, j - набег фазы, определяемый 

формулой (3), j - длина волны j-го колеба-
ния. Этот параметр для колебаний в про-
странстве имеет такой же смысл, что и пери-
од T для колебаний во времени. Длина всей 
цепочки равна (N+1)d. По длине системы 
должно укладываться целое число полуволн, 
поэтому условие стоячей волны в системе 
имеет вид:  

 
dN
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2
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
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Вводя волновое число k, получим выра-
жение для суммарного набега фаз в системе:  
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Таким же образом, используя понятие 
стоячих волн можно представить в функции 
нормальных частот синхронизации волнооб-
разный характер распределения амплитуд 
колебаний вдоль цепочки взаимодействую-
щих осцилляторов. Тогда «длина» такой це-

почки осцилляторов в частотном диапазоне 
будет определяться количеством полуволн, 
состоящих из групп синфазно синхронизиро-
ванных осцилляторов. Разность фаз между 
такими группами осцилляторов с синхронизи-
рованными колебаниями будет составлять 
180 градусов, то есть группы синхронизиро-
ванных осцилляторов между собой будут на-
ходиться в противофазе. Это приведет к то-
му, в частотном диапазоне ансамбль синхро-
низированных осцилляторов будет представ-
лять собой периодически чередующиеся 
группы с противофазной синхронизацией. 

На рисунке 4 приведены комбинации 
распределения векторов связанных колеба-
ний отдельных осцилляторов или групп их 
них на нормальных частотах синхронизации 
системы. Число нормальны частот синхрони-
зации соответствует числу осцилляторов в 
цепочке. 

 

 
 

Рисунок 4 – Фазовые диаграммы цепочек  
осцилляторов при нормальных частотах  

синхронизации систем 
 
При числе взаимодействующих осцилля-

торов N=2 на первой нормальной частоте ко-
лебания происходят в фазе, а на второй нор-
мальной частоте – в противофазе, при этом 
суммарный набег фазы в цепочке составил: 

  i

  Если последовательно соединить три 
осциллятора N=3, то такая система будет 
иметь три нормальные частоты синхрониза-
ции и суммарный набег фаз по цепочке со-
ставит  2 i

 и т.д.  
Как следует из приведенного примера, с 

увеличением числа взаимодействующих ос-
цилляторов, возрастает число нормальных 
частот синхронизации системы, пропорцио-
нально возрастает и суммарный набег фазы 
в цепочке осцилляторов. Увеличение коэф-
фициента связи между осцилляторами при-
водит к увеличению связанности в системе, а 
это, в свою очередь, определяет уменьшение 
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набега фазы в цепочке, приводит к уменьше-
нию волнового числа, увеличивается длина 
волны по цепочке. При этом становится все 
более явно выраженной суперпозиция коле-
баний отдельных осцилляторов и групп ос-
цилляторов. Под волной связанных колеба-
ний по длине цепочки в данном случае под-
разумевается синусоидальное распределе-
ние амплитуд связанных колебаний отдель-
ных осцилляторов в функции нормальной 
частоты синхронизации.  

Энергия колебательной системы при из-
менении ее параметров (кроме добротности) 
при сильной связанности осцилляторов оста-
ется практически неизменной. При этом ам-
плитуды колебаний отдельных осцилляторов 
в результате перераспределения энергии 
между ними изменятся таким образом, что 
суммарная амплитуда колебаний осциллято-
ров остается также практически постоянной 
величиной. При этом разность фаз связанных 
колебаний соответствует одной из возмож-
ных комбинаций (рисунок 4). 

Сильно связанную колебательную сис-
тему можно представить в виде двух обоб-
щенных синфазно или противофазно синхро-
низированных ансамблей осцилляторов. Для 
упрощенного анализа такой системы был 
предложен метод условных контуров [2], суть 
которого заключается в том, что колебатель-
ная система любой сложности может быть 
заменена эквивалентной системой с двумя 
степенями свободы. Такая система, в свою 
очередь преобразуется в систему, состоящую 
из двух контуров: высокочастотного (контур 
несущей частоты) и низкочастотного (контур 
модуляции колебаний несущей частоты). Для 
вычисления параметров эквивалентной схе-
мы замещения таких условных контуров ис-
пользуются упрощенные аналитические за-
висимости, полученные с использованием 
статистических оценок обобщенных парамет-
ров колебательной системы [3]: 
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усредненные значения амплитуды связанных 
колебаний, глубины ее модуляции; частоты 
синхронизированных колебаний, расстройки 
собственных частот парциальных контуров; 
относительной расстройки собственных час-
тот контуров; относительной расстройки ам-
плитуд колебаний в контурах; частоты биения 
колебаний в системе; коэффициентов связи 
между контурами, коэффициента взаимодей-
ствия между парциальными колебательными 
системами. 

Применяя методы статистической обра-
ботки параметров отдельных осцилляторов 
(будем считать их разброс случайным про-
цессом), можно произвести статистическую 
оценку эквивалентных параметров многоос-
цилляторной колебательной системы. Со-
гласно методу условных контуров [3], такая 
колебательная система может быть заменена 
двумя условными контурами. Колебания в 
одном из них происходят с усредненной 
средневзвешенной частотой (~ ). Во втором 
контуре, отражающем степень разбаланса 
системы, при слабой связанности контуров 
осуществляться колебательный процесс с 
частотой, определяемой среднестатистиче-
ской частотой расстройки системы, а при 
сильной связанности – апериодический коле-
бательный процесс.  

Применение для анализа связанных ко-
лебаний в сложных многоосцилляторных сис-
темах метода условных контуров, позволяет 
существенно упростить анализ динамических 
процессов в таких сложных системах, разра-
ботать упрощенную методику расчета и про-
ектирования многоэлементных измеритель-
ных преобразователей. Например, анализ 
динамики колебательных процессов в систе-
ме любой сложности сводится к анализу про-
цессов в ее условных эквивалентных конту-
рах, что делает удобным применение метода 
условных контуров в инженерной практике. 
При этом колебания в системе осцилляторов 
любой сложности могут быть представлены в 
виде высокочастотных колебаний, промоду-
лированных низкочастотной составляющей.  

При возбуждении системы от одного ис-
точника энергии колебания совершаются на 
общей синхронизированной частоте, соответ-
ствующей частоте условного контура. При 
возбуждении контуров от отдельных генера-
торов в системе возможна реализация не 
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только синхронного, но и асинхронного режи-
ма, что соответствует режиму автоколебаний 
в разностном условном контуре.  

Условный разностный контур отражает 
характер протекающих динамических процес-
сов в сложной колебательной системе. Высо-
кочувствительному режиму бифуркации свя-
занных колебаний в сложной системе  1~

  
соответствует режим апериодический режим 
колебаний в дифференциальном условном 
колебательном контуре. Линейному режиму 
работы полностью синхронизированной ко-
лебательной системы  2~   соответствует 
апериодический процесс в таком условном 
контуре.  

Высокочувствительный бифуркационный 
режим связанных колебаний в сложной ди-
намической системе может быть использован 
для создания высокочувствительных уст-
ройств контроля. Для разработки измери-
тельных устройств дифференциального типа, 
характеризующихся высокой линейностью 
процесса измерительного преобразования, 
лучше всего использовать синхронный режим 
взаимодействия осцилляторов в окрестно-
стях значений 2~

 . Линейный режим изме-
рительного преобразования может быть 
обеспечен и при отсутствии взаимодействий 
между отдельными осцилляторами, но прак-
тически реализовать данное условие в боль-
шинстве случаев является достаточно слож-
ной технической задачей. Для этой цели ис-
пользуют дополнительные меры по обеспе-

чению их электромагнитной и акустической 
развязки.  

Особый интерес вызывает возможность 
использования в сложных колебательных 
системах режима сильно связанных колеба-
ний (~ > 2 ). Практическая реализация дан-
ного режима используется для удаления наи-
более уязвимой части датчика из зоны силь-
ного воздействия дестабилизирующих фак-
торов. Это позволяет создавать высокочувст-
вительные устройства контроля параметров 
технологических процессов, применимые для 
тяжелых условий эксплуатации измеритель-
ного оборудования. 
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