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ВВЕДЕНИЕ 

 

В течение минувшего столетия происходило усиление тенденции к 

замене естественных материалов синтетическими. При этом в последнее 

время заметную роль играет не только производство синтетических ма-

териалов, как заменителей природных, но и разработка методов синтеза 

принципиально новых высокомолекулярных соединений, мало похожих 

на природные. Особые свойства высокомолекулярных соединений обу-

словлены большой величиной их макромолекул, что дает основание вы-

делить изучение их свойств в самостоятельную область науки. Такая не-

обходимость вызвана еще и тем что для высокомолекулярных соедине-

ний, в отличие от низкомолекулярных, требуются другие методы иссле-

дования. Так как полимерные материалы подвергаются переработке в 

основном в вязкотекучем состоянии, то наиболее интересной с практи-

ческой точки зрения является задача определения реологических 

свойств растворов и расплавов линейных полимеров. 

Известно, что реологические характеристики материалов, такие 

как вязкость, упругость зависят от молекулярной структуры полимера, 

молекулярной массы, молекулярно–массового распределения и так да-

лее. Поэтому для моделирования процессов переработки полимеров 

важно глубокое понимание взаимосвязей между реологическими свой-

ствами и молекулярными характеристиками, а также между реологиче-

скими свойствами и условиями переработки. Знания реологических 

свойств полимеров служат критерием качества будущего продукта. 

Описание реологических свойств полимерной жидкости с матема-

тической точки зрения требует построения адекватной математической 

модели, позволяющей рассматривать различные типы течений растворов 

и расплавов линейных полимеров. Математический аппарат, описы-
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вающий течения вязкой жидкости в рамках ньютоновской механики 

оказывается не пригодным для описания полимерной жидкости, так как 

такие жидкости, как установлено [1], обладают эффектом "затухающей 

памяти", при прокачивании по круглой трубе проявляют "эффект отда-

чи", при вытекании из трубы или щели "разбухают" и так далее.  То есть 

для растворов и расплавов полимеров характерно проявление как вязких 

свойств жидкости, так и упругих свойств тел, поэтому они являются 

неньютоновскими жидкостями. Основной проблемой при описании ди-

намики таких жидкостей является замена закона Ньютона для вязкой 

жидкости соответствующим соотношением для тензора напряжений, ко-

торое называется реологическим уравнением состояния. Для построения 

реологического уравнения состояния существуют два подхода: феноме-

нологический и микроструктурный. При феноменологическом подходе 

реологическое уравнение состояния получают основываясь на обобще-

нии экспериментальных данных определенного типа [2–5]. Такой под-

ход не конкретизирует какой внутренней структуре жидкости отвечает 

то или иное реологическое уравнение состояния и обладает малой про-

гностической способностью. Поэтому наряду с феноменологическим 

подходом в последние десятилетия успешно развивается подход, осно-

ванный на физических моделях микроструктуры полимерной жидкости 

[6–20]. В настоящее время известно много моделей полимерной макро-

молекулы: модель Слонимского–Каргина–Рауза, модель Кирквуда–Рай-

змана, модель Крамерса, модель Дой–Эдвардса, модель де Жена и так 

далее. При микроструктурном подходе формулируют уравнения дина-

мики макромолекулы исходя из ее модельного представления. Таким 

образом, микроструктурный подход позволяет при построении реологи-

ческого уравнения состояния учитывать на каждом шаге физическую и 

химическую структуры полимера. Отметим, что на практике часто соче-

тают оба подхода. 
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Полученная любым путем реологическая модель должна быть 

пригодной для описания реальных течений растворов и расплавов ли-

нейных полимеров, например, таких как течение в каналах с резко ме-

няющейся площадью сечения, течение полимерной жидкости по на-

клонному желобу полукруглого сечения, истечение полимерной жидко-

сти из круглой трубы и так далее. Поэтому любое реологическое урав-

нение состояния нуждается в проверке на соответствие такого рода те-

чениям, посредством сравнения с другими моделями и с имеющимися 

экспериментальными данными. 

В настоящее время получено реологическое уравнение состояния  

[21, 22] и проведены расчеты простого однородного сдвигового течения 

и одноосного растяжения [23], результаты которых согласуются с экс-

периментальными данными. Указанное уравнение получено как нулевое 

приближение более общего реологического уравнения состояния по ма-

лым параметрам, связанным с последействием окружения макромолеку-

лярной цепи и внутренней вязкостью [12, 24] и в силу способа получе-

ния представляет собой модель монодисперсного полимера. Дальнейшее 

мезоскопическое обоснование модели позволяет включить в рассмотре-

ние  эффекты, связанные с полидисперсностью полимерных материалов. 

Цель работы: 

          Мезоскопичекое обоснование полученного ранее реологического 

уравнения состояния растворов и расплавов линейных полимеров. На 

его основе развитие теории учета влияния полидисперсности полимер-

ных материалов на их реологические свойства и ее реализация на иссле-

дование поведения макро– и микрохарактеристик полимерной системы. 

Для достижения поставленной цели необходимо решение сле-

дующих задач: 
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1. Записать уравнение  для  конфигурационной функции распределения 

вероятности  положения и ориентации частиц в потоке как следствие 

уравнений стохастического движения броуновских  частиц. 

2. Получить релаксационное уравнение для корреляционных моментов  

функции  распределения,  определяющее диффузию частиц в потоке 

и записать реологическое уравнение состояния для нелинейной по-

лимерной жидкости – реологическую модель.   

3. На ее основе исследовать влияние молекулярной массы на поведение 

макро– и микрохарактеристик полимерной системы для однородного 

сдвигового течения. Сравнить теоретические результаты с экспери-

ментальными данными. 

4. Разработать методику, позволяющую построить реологическую мо-

дель, учитывающую полидисперсность полимерного образца и ис-

следовать влияние полидисперности на его реологические свойства. 

Сопоставить полученные результаты с уже имеющимися в литерату-

ре. 

Краткое  содержание диссертации: 

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, заключе-

ния и списка литературы. 

В первой главе  записаны уравнения сохранения для деформи-

руемой сплошной среды и реологические уравнения состояния, пред-

ставляющие связь тензора напряжений с тензором градиентов скорости 

и внутренними термодинамическими параметрами. Рассмотрены раз-

личные подходы в моделировании динамики линейных полимеров. На 

основе модели Слонимского–Каргина–Рауза записаны уравнения дви-

жения макромолекулы, составляющие основу микроструктурного под-

хода, которые в безынерционном случае, для модели “гантели” – две 

частицы связанные упругой силой, сводятся к уравнениям баланса сил. 

Откуда найдены относительная скорость бусинок и скорость центра тя-
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жести гантели. После чего записано уравнение для конфигурационной 

функции распределения как следствие уравнения Смолуховского и 

сформулированных уравнений динамики макромолекулы, откуда полу-

чены релаксационные уравнения для корреляционных моментов функ-

ции распределения. Эти уравнения позволяют установить физический 

смысл введенных термодинамических переменных, они оказываются 

корреляционными моментами и записать через них выражения для тен-

зора напряжений, тензора анизотропии и тензорного коэффициента тре-

ния в законе Стокса, что согласуется с результатами полученными ра-

нее. Далее на основе релаксационного уравнения записана реологиче-

ская модель нелинейной вязкоупругой анизотропной жидкости  с неко-

торыми параметрами – это выражение для тензора напряжений и систе-

ма уравнений для тензора анизотропии. Следует отметить, что размер-

ными параметрами модели являются начальные сдвиговая вязкость и 

время релаксации, безразмерными – коэффициенты, характеризующие 

вклады связанные с анизотропией макромолекулярного клубка, его 

форму и размеры. Отметим, что из реологической модели в предполо-

жение изотропной релаксации получается известная структурно–

феноменологическая модель Покровского–Виноградова. 

 Во второй главе для проверки полученной модели на адекват-

ность рассмотрено стационарное сдвиговое течение. Получены скейлин-

говые соотношения для ненулевых компонент тензора анизотропии при 

произвольных значениях  градиента скорости, которые использованы в 

дальнейших расчетах. Чтобы убедиться в их достоверности, проведено 

сравнение теоретических зависимостей ненулевых компонент тензора 

анизотропии как функций скорости сдвига, найденных из этих соотно-

шений, с точным решением – ненулевые компоненты тензора анизотро-

пии находились непосредственно из системы уравнений для тензора 

анизотропии. Получены также выражения для ненулевых компонент 
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тензора напряжений при малых градиентах скорости и приведены ре-

зультаты расчетов для стационарных вискозиметрических функций при 

произвольных градиентах скорости. Далее, методами статистической 

механики, из экспериментально установленного факта: независимости 

асимптотического поведения стационарной сдвиговой вязкости от моле-

кулярной массы полимера и концентрации при больших скоростях сдви-

га, установлена функциональная зависимость между параметрами ани-

зотропии. Найденные при этом теоретические зависимости сдвиговой 

вязкости и первой разности нормальных напряжений от безразмерной 

скорости сдвига сопоставлены с экспериментальными данными для об-

разцов полибутадиена различной молекулярной массы. Получено удов-

летворительное совпадение. Это позволило сделать вывод о применимо-

сти реологической модели для описания стационарного сдвигового те-

чения в достаточно широком диапазоне скоростей сдвига. 

Следует отметить, что реологическая модель позволяет также опи-

сывать и более сложные типы течений полимерных жидкостей. Недос-

татком является то, что она не учитывает эффекты, связанные с поли-

дисперсностью. Однако, применение микроструктурного подхода при 

получении реологической модели и достоверность проведенных иссле-

дований дают возможность включить эти эффекты, что было сделано в 

следующей главе. 

 В третьей главе обсуждаются основные характеристики полиме-

ра: понятия молекулярной массы и молекулярно–массового распределе-

ния. Далее от реологической модели монодисперсного полимера осуще-

ствлен переход к модели, в которой учтена полидисперсность полимер-

ных жидкостей. Для этого усреднили ранее полученное выражение для 

тензора напряжений с использованием  молекулярно–массового распре-

деления. Это позволило получить зависимости стационарной сдвиговой 

вязкости и первой разности нормальных напряжений от скорости сдвига 
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с учетом полидисперсности полимерного образца. Далее сопоставили 

теорию и эксперимент. Оказалось, что теоретические кривые достаточно 

точно описывают экспериментальные данные. Это позволяет сделать 

вывод, что на основе реологической модели удалось получить модель 

пригодную для описания полидисперсных систем при простом сдвиге. В 

дальнейшем на ее основе можно рассмотреть одноосное растяжение и 

другие режимы деформирования полимерных жидкостей. 

В заключении кратко сформулированы основные результаты дис-

сертации. 

 Научная новизна. 

– получено уравнение для конфигурационной  функции распределения,      

     что дает возможность другим путем перейти к реологической модели; 

– исходя из экспериментального факта: независимости сдвиговой вяз-

кости от молекулярной массы полимера при больших скоростях 

сдвига, установлена линейная зависимость между параметрами ани-

зотропии, что позволяет снизить число оцениваемых параметров мо-

дели; 

– в случае стационарного сдвигового течения, методом последователь-

ных приближений, рассчитаны сдвиговая вязкость и первая разность 

нормальных напряжений как функция скорости сдвига для различных 

значений молекулярной массы и параметров модели – коэффициен-

тов анизотропии; проведено сравнение расчетных и эксперименталь-

ных данных для образцов линейного полибутадиена различной моле-

кулярной массы; 

– получены скейлинговые соотношения для ненулевых компонент тен-

зора анизотропии при произвольных значениях градиента скорости; 

– разработана методика, позволяющая включать эффекты полидис-

персности в мезоскопическую теорию вязкоупругости линейных по-

лимеров; 
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– исследовано влияние полидисперности на реологические свойства 

полимерного образца в случае стационарного однородного сдвигово-

го течения; полученные теоретические зависимости сопоставлены с 

экспериментальными данными для образцов полиэтилена различной 

степени полидисперсности.  

Практическая ценность. 

На основании полученных в работе результатов можно сделать 

вывод о пригодности реологической модели  для описания реальных те-

чений полимерных сред при различных режимах их деформирования. 

 Найденные зависимости различных макроскопических величин от 

параметров модели могут быть полезны при проведении вискозиметри-

ческих опытов и при прогнозировании поведения конкретного материа-

ла. 

 Полученная на основе уравнения состояния модель, учитывающая 

эффекты полидисперсности, применима для описания реальных течений 

линейных полимеров различной степени полидисперсности. Она также 

может служить для предсказания влияния степени полидисперсности на 

реологические свойства полимерных материалов. 

 Апробация работы. 

  Основные результаты диссертации опубликованы в работах       

[23, 25–36] и докладывались  на  Международной  конференции  “Мате-

матические модели и методы их исследования” ( )г.   ,Красноярск 1997 ,  

III сибирском  конгрессе  по прикладной и индустриальной математике  

( )98−ИНПРИМ ( )г.   ,кНовосибирс 1998 , IXX Симпозиуме по реологии 

( )г.   ,Клайпеда 1998 , Международной конференции “Математические 

модели и методы их исследования” ( )г.   ,Красноярск 1999 , Второй  крае-

вой  конференции  по математике ( )г.   ,Барнаул 1999 , XX Симпозиуме по 

реологии ( )г.   ,Карачарово 2000 , Первой краевой конференции “Матема-

тическое образование на Алтае” ( )2000−МОНА ( )г.   ,Барнаул 2000 ,        
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IV сибирском  конгрессе  по  прикладной  и  индустриальной  математи-

ке ( )2000−ИНПРИМ ( )г.   ,кНовосибирс 2000 , Третьей краевой конфе-

ренции по математике ( )г.   ,Барнаул 2000 , Международной конференции 

“Симметрия и дифференциальные уравнения” ( )г.   ,Красноярск 2000 ,  

Четвертой краевой конференции по математике ( )г.   ,Барнаул 2001 . 

 Работы [31, 32, 35, 36]  выполнены без соавторов. В работах с со-

авторами, автор решал самостоятельно отдельную проблему в вышепе-

речисленных публикациях и принимал участие в обсуждении получен-

ных общих результатов и формулировки окончательных выводов. Рабо-

та выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 99–15–9601. 
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Глава 1. РЕОЛОГИЧЕСКОЕ  УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ 
 

 В этой главе на основе законов сохранения механики сплошных 

сред записано реологическое уравнение состояния. Далее, используя 

модельные представления о макромолекуле, рассмотрена ее динамика и 

определены релаксационные уравнения, что дает возможность выписать 

реологическую модель анизотропной полимерной жидкости. 

 
1.1. Уравнения сохранения для деформируемой сплошной среды 

 

Математическое описание состояния движущейся произвольной 

системы, в частности жидкости, в рамках механики сплошной среды 

осуществляется посредством задания функций: скорости жидкости 
rv , 

плотности ρ  и энтропии s , которые являются функциями координат и 

времени и имеют смысл некоторых средних макроскопически наблю-

даемых величин 
 

ρ ρ= = =( , ); ( , ); ( , )r r r r rx t v v x t s s x t . 
 

Тогда уравнения движения жидкости с точностью до некоторых неопре-

деленных функций для системы с произвольной структурой можно 

сформулировать на основе законов сохранения массы, импульса, момен-

та импульса, энергии и плотности энтропии [37–41]. 
Закон сохранения массы в форме уравнения неразрывности имеет 

вид 

,0vdiv
t

=+
∂
∂ rρρ

                             ( )11.   

 

где vrρ – плотность потока массы. 
Закон сохранения импульса 
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 ,
xt

v
i

k

iki σΡρ
=

∂
∂

+
∂
∂

                           ( )21.  

                         
где iv  – i -тая компонента 

rv , ikkiik vv σρΡ −=  – тензор плотности 

потока импульса; ikσ  – тензор напряжений; iσ – плотность сторонних 

объемных сил, действующих на жидкость. 

Закон сохранения полного  количества движения 
 

( ) ( )(

) ,xxNgxx

vSJ
x

SJ
t

ikkiikikmimkkmi

mikik
m

ikik

σσσσ
∂
∂

∂
∂

+−=+−+

++++
    ( )31.  

 

где )vxvx(J kiikik −= ρ  – плотность внешнего момента количества 

движения, Si k – плотность внутреннего момента количества движения,      

Ni k – плотность сторонних действующих на жидкость моментов сил, 

распространенных по объему; ikmg  – плотность неконвективного потока 

момента количества движения. 

Закон изменения плотности внутреннего момента количества 

движения 
 

( ) kiikikikmikm
m

ik NgSv
x

S
t

σσ
∂
∂

∂
∂

−+=++
.    ( )41.  

        
Закон сохранения энергии 

 

,0qdiv
t

=+
r

∂
Ε∂

                     ( )51.  
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где q
r

 – плотность потока энергии. 

Закон изменения плотности энтропии 
 

( ) ,svdiv
t
s ΣΗρ

∂
∂ρ

=++
rr

             ( )61.  

 

где Η
r
– плотность неконвективного потока энтропии, Σ – производст-

во энтропии. 

Выписанная система уравнений носит общий характер, т.е. не учи-

тывает внутреннюю структуру какого–либо материала. Поэтому эти 

уравнения требуют дальнейшей конкретизации, которая связана с необ-

ходимостью определения неизвестных функций iq , iΗ , Σ , ikσ  и 

ikmg . Для этого нужно выразить  изменение энтропии в единицу време-

ни и плотность потока энергии через тензор напряжения, используя со-

ответствующее выражение для изменения энергии конкретной системы. 

В случае термодинамического равновесия системы, когда гради-

енты скорости отсутствуют, ее состояние можно описать [42] следую-

щими параметрами: температурой Τ , давлением Ρ  и плотностью ρ , 

связанными уравнением состояния ( ) 0,,f =ΡρΤ .                                               

Если существуют градиенты скорости, то состояние системы уже 

не является равновесным даже локально. Тогда для описания состояния 

системы требуются введение [42, 43] дополнительных внутренних пе-

ременных αξ  ( )индексы  е  тензорныее  и  переменной  номер   −α , кото-

рые полностью характеризуют отклонение системы от состояния равно-

весия. Тогда локальные термодинамические функции будут зависеть от 

этих переменных и уравнения замыкающие систему ( )11. – ( )61.  можно 

записать следующим образом 
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( )
( )
( ).,,vg

dt
d

,,,vHH

,,,vfp

mjs

mjsii

mjsikikik

l

l

l

ξΤξ

ξΤ

ξΤδσ

α
α

∇=

∇=

∇=+

                ( )71.  

 

Выражения ( )71.  – называются реологическим уравнением состояния. 

Для дальнейшего определения неизвестных функций αg,H,f iik  

используется принцип материальной объективности Олдройда [44] , со-

гласно которому все процессы, описываемые уравнением ( )71. , должны 

быть инвариантны относительно преобразования координат 
 

x x ci i k k i= ′ +α ,                                                                            ( )81.  

 

где  ikα  и ic  – соответственно, ортогональный тензор и вектор, зави-

сящие от времени.  

Тогда соотношения ( )71.  можно переписать в виде, ковариантном по 

отношению к преобразованию координат ( )81. : 
 

( )
( )
( ),,,h

Dt
D

,,,HH

,,,fp

mjs

mjsii

mjsikikik

l

l

l

ξΤγξ

ξΤγ

ξΤγδσ

α
α

∇=

∇=

∇=+

                           ( )91.  

 

где DtD  – производная Яуманна, ( ) 2kiikik ννγ +=   – симметризо-

ванный тензор градиентов скорости kiik xv ∂∂=ν .  
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Последние выражения определены через неизвестные функции 
αΗ h,,f iik − материальные функции, вид которых устанавливается при 

дополнительных предположениях. Соотношения ( )91.  вместе с уравне-

ниями движения задают в общем случае нелинейную вязкоупругую 

жидкость. 

Так как в настоящей работе рассматриваются только изотемиче-

ские движения ( )const=Τ , то с учетом этого, соотношения ( )91.  при-

мут вид 

( )
( ).,h

Dt
D

,,fp

js

jsikikik

l

l

ξγξ

ξγδσ

α
α

=

=+

                                        ( )101.  

 

Для решения полученной системы уравнений ( )11. , ( )31. , ( )41. , 

( )51. , ( )61. , ( )91.  необходимо задать соответствующие условия на гра-

нице и конкретизировать вид неизвестных функций ikf   и αh   исходя из 

физических свойств исследуемого материала, в рамках одного из двух 

существующих подходов: феноменологического или микроструктурно-

го, что является целью дальнейшего изложения. 

 
1.2. Микроструктурный подход. Модели линейных полимеров 

 

Как уже говорилось во введении, основу микроструктурного под-

хода составляют модельные представления о движении полимерных це-

пей. На основе выбранной модели можно сформулировать уравнения 

динамики полимерных макромолекул, в которые должны входить как 

величины характеризующие выбранную макромолекулу так и ее окру-

жение. Достоинством микроструктурного подхода является то, что он, 

во–первых, позволяет учитывать химическую и физическую структуры 
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полимера, а во–вторых, входящие в уравнения динамики переменные 

имеют четкий физический смысл. Однако, до сих пор не удалось сфор-

мулировать такие уравнения динамики ( -апредприним  попытки  хотя  

)] ,[  лись 459  из–за сложности в установлении характера длинномас-

штабных взаимодействий между макромолекулами полимера [46]. По-

этому для формулировки уравнений динамики макромолекулы исполь-

зуют дополнительные предположения, носящие характер гипотез. Наи-

более часто вместо всей совокупности макромолекул в некотором объе-

ме изучается движение одной макромолекулы , то есть одномолекуляр-

ное приближение, в среде образованной другими макромолекулами и 

растворителем ( )имеется  он  если  [46–49]. При этом необходимо также 

выдвинуть гипотезу о характере движения макромолекулы или о свой-

ствах ее окружения. 

После формулировки уравнений динамики макромолекулы нужно 

перейти к реологическому уравнению состояния, которое позволяет ус-

тановить связь между макро– и микрохарактеристиками рассматривае-

мой системы уравнений, а также конкретизировать внутренние термо-

динамические параметры этой системы. 

После того, как изложены микроструктурные представления в ди-

намике полимерной жидкости, рассмотрим более подробно некоторые 

модели макромолекулы, так как выбор модели, вообще говоря, опреде-

ляет уравнения динамики. 

Модель Флори [50] считается наиболее подробной, так как при 

изучении свойств полимерной макромолекулы в условиях равновесия 

учитываются длины химических связей,  углы между связями, изомет-

рические состояния при вращении. Однако на практике движение мак-

ромолекул в потоках оказывается намного сложнее, чем в равновесии. 

Поэтому обычно используют более простые модели. 
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В модели Кирквурда–Райзмана [51] – макромолекула состоит из 

точечных масс ( )бусинок  последовательно связанных, причем каждая 

последующая связь должна лежать на поверхности конуса с заданным 

углом раствора. 

В модели Крамерса [52] − молекула состоит из линейных жестких 

стержней соединенных бусинками, которые представляют конечные 

участки молекулярной структуры. Эта модель оказалась популярной 

среди исследователей [8, 53–58], так как при некоторых дополнитель-

ных предположениях, о взаимодействии частиц со своим окружением, 

позволяет описывать реальные течения полимерных жидкостей. 

В модели Слонимского–Каргина–Рауза [59–61] макромолекула 
состоит из свободных друг относительно друга бусинок и пружинок. 

Предельным случаем такой цепи является модель упругой гантели: две 

бусинки, соединенные упругой силой–пружинкой. Эта модель также 

часто используется для описания динамики растворов и расплавов ли-

нейных полимеров [17, 19, 62–71]. 

В перечисленных выше моделях окружение макромолекулы − 

жидкость с различными свойствами.  Дои и Эдвардсом [7, 72–75] был 

предложен другой подход к моделированию окружения макромолекулы. 

Ими введено представление о непроницаемой трубке, окружающей мак-

ромолекулу. Эта трубка моделирует топологические ограничения попе-

речному движению каждой макромолекулы, состоящей из нерастяжи-

мых свободно сочлененных элементов, со стороны соседних макромоле-

кул. То есть макромолекула в целом может совершать только продоль-

ные движения в трубке − рептационные движения, если скорости де-

формаций достаточно малы, а характерное время течения велико. В слу-

чае течений с интенсивными деформациями, когда нельзя пренебречь 

растяжимостью макромолекул в целом и их субцепей, вводятся различ-
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ные механизмы обновления трубок. Полученные на основе этой модели 

реологические уравнения состояния для монодисперсных систем удов-

летворительно описывают многочисленные экспериментальные данные 

[74, 76, 77]. Предпринимались также попытки включения в молекуляр-

ную теорию эффектов полидисперсности [78, 79]. 
 

1.3. Уравнения динамики макромолекулы 

  

 Рассмотрим в качестве модели полимерной макромолекулы мо-

дель Слонимского–Каргина–Рауза: молекула состоит из последователь-

но соединенных бусинок и пружинок. Бусинки или броуновские части-

цы моделируют движение достаточно больших участков полимерной 

цепи, а пружинки − энтропийную упругость этой цепи. Под действием 

сил, приложенных к бусинкам, модельная макромолекула, из–за прису-

щей ей упругости, деформируется и одновременно релаксирует. Тогда 

уравнения динамики взаимодействующих гантелей относительно релак-

сирующей среды представляют собой уравнения движения броуновских 

частиц, связанных упругими силами 
 

 
αααα ΦΡ iiii Fu

dt
dm ++= ,     Να ,0= ,        ( )111.  

 

где α
iu − скорость частицы с номером  α . 

Это уравнение утверждает, что произведение массы бусинки на ее уско-

рение равно сумме всех сил действующих на эту бусинку, а именно 
αΡi – силы гидродинамического трения, α

iF − внутримолекулярной уп-

ругой силы, αΦ i − силы, связанной с броуновским движением ( −слу  
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)сила  чайная .  Входящие в правую часть уравнения силы αΡi , α
iF и  

αΦ i    зависят от свойств среды. 

В разбавленных растворах, где звенья полимерной цепи свободно 

двигаются в окружающей массе молекул растворителя, сила гидродина-

мического увлечения имеет вид закона трения Стокса 
 

( )ααα νζΡ jijii ru −−= ,                                                ( )121.  

 

согласно которому сила пропорциональна разности скорости α  -той бу-

синки и невозмущенной скорости растворителя в точке нахождения этой 

бусинки. Здесь 
α
jr − j -тая компонента радиуса–вектора  α  -той бусин-

ки. Считается, что  коэффициент трения бусинки ζ − скаляр. Закон Сто-

кса учитывает только внешнюю вязкость, связанную с трением бусинок 

об окружающую жидкость.  

Кроме того, в теориях разбавленных растворов считается, что име-

ет место максвелловское распределение скоростей, то есть при тепловом 

равновесии не происходит в среднем изменения числа молекул, относи-

тельно скорости растворителя, взятой в центре масс полимерной моле-

кулы. Если принять это, то выражение для броуновской силы сведется к 

известному выражению [80]: 
 

 

Wln
x i

i ∂
∂

−= ΤΦ α
,                                                 ( )131.  

 

где W – функция плотности вероятности, определяет плотность вероят-

ности того, что отдельные молекулы в полимерной цепи находятся в за-

данной конфигурации; Τ  – температура. 



 

20 
 

 

В концентрированной полимерной системе равновесное состояние так-

же можно считать изотропным, но в случае ненулевых градиентов ско-

рости макромолекулярные клубки вытягиваются вдоль потока и среда 

становится анизотропной. Возникающее при этом рептационное движе-

ние согласуется с наблюдаемым значительным отклонением от изотроп-

ного максвелловского распределения скоростей. Это приводит к тому, 

что броуновскую силу  следует считать анизотропной, а коэффициент 

трения ζ  в законе Стокса – тензорной величиной  (обозначим )ijζ , ко-

торая может быть задана, в зависимости от выбора модели макромоле-

кулы, различными способами [8, 19, 53–58, 66, 67]. 

В случае, когда макромолекулу моделируют гантелью,  выражение для  

ijζ  имеет вид 

 

( )( )kiik
1

ik nn11 αδα
ζ

ζ +−=−
,                                            ( )14.1           

 

где in – составляющая единичного вектора, соединяющего две соседние 

бусинки. Аналогичный закон трения был использован Гизекусом [20], а 

также Волковым и Виноградовым [19, 67]. В случае учета наведенной 

анизотропии, анизотропию подвижности рассматриваемой макромоле-

кулы можно задать с помощью тензорного коэффициента трения, для 

которого   используется   выражение,   соответствующее,   как   показано  

[13, 54],  условию самосогласования для тензора анизотропии ika : 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−

ikllik
ll

ikik
1

ik a
3
aa31 δκδβδ

ζ
ζ ,                  ( )15.1  
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где ζ  – коэффициент трения (длясферических частиц pR6 ηπζ = , R  

– радиус частицы, pη  – вязкость )лярастворите ; β  и κ  – скалярные 

коэффициенты анизотропии, учитывающие изотропный и анизотропный 

вклады в зависимость  1
ik
−ζ  от  ika ; ikδ  – символ Кронекера; ika  – сим-

метричный тензор второго ранга, описывающий отклонение статистиче-

ски неравновесной системы от состояния равновесия. 

Таким образом, теории для разбавленных растворов и концентри-

рованных растворов и расплавов можно сформулировать с единой пози-

ции, учитывая в последнем случае тот факт, что силу гидродинамиче-

ского трения ( )121.  и броуновскую случайную силу ( )131.  следует счи-

тать анизотропными. В дальнейшем изложении рассматриваются кон-

центрированные растворы и расплавы линейных полимеров. 

Выражение для упругой силы имеет вид [21]: 
 

γ
αγ

α μΤ ii rA2F −= ,                                                              ( )161.  

 

то есть в первом приближении соседние частицы действуют друг на 

друга с силой пропорциональной расстоянию между ними. Здесь 

μT2 – коэффициент упругости модельной пружинки, μ  – коэффици-

ент пропорциональности; αγA  – силовая матрица, которая имеет вид 

 

11...000
12...000
......
00...210
00...121
00...011

−
−

−
−−

−

 . 
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  Учет большого числа бусинок в уравнениях динамики, как из-

вестно, приводит к появлению целого спектра времен релаксации у по-

лимерной среды. Если ограничиться рассмотрением самого медленного 

релаксационного процесса, можно рассмотреть одну гантель, находя-

щуюся в вязкой жидкости с постоянными градиентами скорости  ijv . 

Пусть  r′ , r ′′  и u′ , u ′′  – радиусы–векторы и скорости бусинок 

гантели, соответственно. Тогда в безынерционном случае ( )0m =  урав-

нения движения ( )111.  сводятся к уравнениям баланса сил, которые пе-

репишутся  
 

0Wln
r

)wr()rr(2
i

jkjkijii =
′′∂

∂
−′′−′′+′−′′− ΤνζμΤ ,       ( )171.      

0Wln
r

)wr()rr(2
i

jkjkijii =
′∂

∂
−′−′+′′−′− ΤνζμΤ ,    ( )181.  

 

где  { }dufuw jj ∫= αα
 − средняя скорость  бусинки с номером  α . 

Для отыскания и исследования аналитического решения системы 

( )171. , ( )181.  удобно перейти к новым координатам − нормальным, ус-

тановление которых позволяет определить время релаксации полимер-

ной системы и записать релаксационные уравнения для термодинамиче-

ских внутренних переменных.  Нормальные координаты задаются 
 

)rr( iii 2
1 ′′−′=ρ ,     )rr( iii 2

1 ′′+′=oρ ,                       ( )191.  
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где iρ  − описывает относительное движение бусинок, o
iρ − движение 

центра тяжести гантели. Тогда  αα ρΨ ii &=  – скорость диффузии бусинки 

в введенной системе координат с учетом ( )191.  принимает вид 
 

)ww( iii 2
1 ′−′′=Ψ ,     )ww( iii 2

1 ′+′′=oΨ ,          ( )201.  

 

где  iΨ  − относительная скорость диффузии бусинок,  o
iΨ − скорость 

диффузии центра тяжести гантели. 

Если сложить и вычесть уравнения ( )171.  и ( )181.  получим сле-

дующие соотношения 
 

0Wln)(
i

jkjkij =
∂
∂

−−
ρ

ΤΨρνζ oo
, 

0Wln)(4
i

kjkjiji =
∂
∂

+−+
ρ

ΤρνΨζμρΤ
. 

 

Из последних уравнений легко определяются  jΨ  и  
o
jΨ : 

 

Wln4v
k

1
jkk

1
jkkjkj ρ

ζΤρμζΤρΨ
∂
∂

−−= −−
,     ( )211.   

Wlnv
k

1
jkkjkj ρ

ζΤρΨ
∂
∂

−= −oo
,                 ( )221.   

 

где 1
jk
−ς − операция обращения тензора.   
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После того как найдены  jΨ  и  
o
jΨ , можно перейти к описанию диффу-

зии гантели в потоке.  

 

1.4. Корреляционные моменты функции распределения 

 

Согласно общей теории броуновского движения [81] функция 

плотности вероятности удовлетворяет уравнению Смолуховского, кото-

рое для частиц одной гантели запишем в форме уравнения неразрывно-

сти  

( ) ( )
0

r
Ww

r
Ww

t
W

j

j

j

j =
′′∂

′′∂
+

′∂

′∂
+

∂
∂

.   

 

В нормальных координатах это уравнение принимает вид 
 

( ) ( )
0

WW
t

W

j

j

j

j =
∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

ρ
Ψ

ρ
Ψ

o

o

. 

   

Последнее уравнение с учетом ( )211. , ( )221.  описывает диффузию 

гантели в потоке вязкой жидкости.  Тогда  диффузия бусинок друг отно-

сительно друга определяется 
 

( )
0

W
t

W

j

j =
∂

∂
+

∂
∂

ρ
Ψ

. 

 

Подставляя в это уравнение найденное ранее выражение ( )211.  для  jΨ , 

получим диффузионное уравнение для функции плотности вероятности 
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0WW4
W

2
W

v
t
W

kj

2
1

jk
1

jj
j

k
1

jk
j

kjk =
∂∂

∂
−−

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂ −−−

ρρ
ζΤζμΤ

ρ
ρζμΤ

ρ
ρ .  ( )231.        

 

Уравнение такого типа использовано в ряде работ [82, 83].  
Известно, что наблюдаемые в экспериментах физические величи-

ны можно выразить через корреляционные моменты функции распреде-

ления, например, моменты второго порядка, характеризующие в среднем 

ориентацию гантели 
 

{ }ρρρρρ dW kiki ∫= . 

 

Тогда форму и ориентацию гантелей в потоке можно охарактеризовать 

следующим тензором [13]: 
 

ik
0

2
ki

ik 3
1a δ

ρ
ρρ

−
〉〈
〉〈

= ,                                                         ( )24.1  

 

где 
0

2ρ – равновесное значение выражения 2
3

2
2

2
1 ρρρ ++ . 

В стационарном случае неизвестные корреляционные моменты 

определяются с помощью функции распределения W , которая может 

быть найдена в виде разложения по ρ
r

, ikv , в нестационарном случае – 

из диффузионного уравнения ( )231. . Рассмотрим более подробно по-

следний  случай. Для этого умножим уравнение ( )231.  на kiρρ   и про-

интегрируем по всем переменным. После стандартных преобразований 

получим релаксационное уравнение для корреляционных моментов в 

виде 
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0
422

vv
dt
d

1
ik

il

1
kl

kl

1
il

ilklklilki

=−++

+−−

−−−

μτ
ζ

ρρ
τ

ζ
ρρ

τ
ζ

ρρρρρρ

 ,            ( )25.1  

 

где ( )μΤςτ 8=  – время релаксации ориентационного процесса. 

В равновесии 0aik = , тогда корреляционные моменты определя-

ем из ( )24.1  с учетом ( )μρ 43
o

2 =  имеем 

 

ikoki 4
1 δ
μ

ρρ = . 

 

Уравнение ( )25.1  раскрывает физический смысл введенных в 

пункте 1.2. внутренних переменных. Они оказываются корреляционны-

ми моментами переменных, входящих в реологическое уравнение со-

стояния. Отметим, что тензорный коэффициент трения в законе Стокса 

выражается через корреляционные моменты функции распределения. 

Через моменты функции распределения можно также определить тензор 

напряжений, что будет сделано в последующем изложении.  

 
1.5. Выражение для тензора напряжений 

 
  Рассмотрим систему взаимодействующих броуновских частиц, 

движущуюся в потоке вязкой жидкости. Введем макроскопические пе-

ременные для этой системы: ( )ρ rx t,  – плотность, ( )ρr rv x t,  – плотность 

импульса, обычным способом [38, 84–86]: 
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( ) ( )( )
( ) ( )( )∑

∑
−=

−=

α

αα

α

α

δρ

δρ

trxumt,xv

trxmt,x

kk
rrr

rrr

  , 

                    

где xr  − радиус–вектор выбранной точки объема, αrr  и  α
ku − радиус–

вектор и вектор скорости частицы с номером α , суммирование выпол-

няется по всем частицам, усреднение – по ансамблю реализаций случай-

ной силы. 

Для определения  тензора напряжений воспользуемся стандарт-

ными методами [87], рассмотрим изменение плотности импульса 
 

( )( ) +−
∂
∂

−=
∂

∂ ∑
α

ααα δρ trxuum
xt

v
ki

i

k rr

( )( )∑ −+
α

ααδ trxu
dt
dm k

rr
.                                         ( )26.1   

 

Запишем правую часть этого соотношения, а именно второе слагаемое, в 

дивергентной форме. Для этого обращаясь к уравнению движения ( )11.1  

умножаем его на  ( )( )trx rr
−δ , суммируем по всем частицам в объеме и 

усредняем по всевозможным реализациям случайной силы. При этом 

учитываем, что средняя сила, действующая на систему частиц со сторо-

ны жидкости, равна нулю 
 

( )( ) 0trxii =−+∑
α

ααα δΦΡ rr
. 

 

Тогда второе слагаемое в ( )26.1  преобразуется следующим образом 
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( )( ) ( )( )∑∑ −=−
α

αα

α

α
α

δδ trxFtrx
dt

dum i
i rrrr

.    ( )27.1  

 

Далее разлагаем формально δ -функцию в ряд Тейлора около цен-

тра масс α -той макромолекулы  αqr , ограничиваясь двумя первыми 

членами разложения 
 

( ) ( ) ( ) ( )ααααα δδδδ qx
x

qrqxrx
i

ii
rrrrrr

−
∂
∂

−−−=− .   ( )28.1  

 

Подставляя ( )28.1  в ( )27.1  и учитывая сделанные при этом предположе-

ния, приводим ( )26.1  к виду 
 

( )( ) ∑∑ ∂
∂

++−−=
∂
∂

αα

αα ρ
ρ

ik
i

kiiikk
k rF

x
nvvvuvunm

t
v

, 

 

где   ( )∑ −=
α

δ qxn rr
 − плотность числа макромолекул в объеме. 

Вычитая из последнего соотношения  конвективный перенос импульса   

( ) iki xvv ∂∂ ρ  находим выражение для тензора напряжений 

 

( )( )∑ +−−−=
α

αασ ikiikkik rFvuvumn . 

 

Полагая, что выполняется локально–равновесное распределение по ско-

ростям, получим 
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∑+−=
α

δΤσ ikikik rFnn2 . 

 

Переходя к нормальным координатам, запишем полученное соотноше-

ние для ikσ  через корреляционные моменты системы в виде 

 

kiikik n4n2 ρρμΤδΤσ +−= .                                         ( )29.1  

 

Таким образом, получили известное выражение для тензора на-

пряжений [88]. 
 

1.6. Реологическая модель 

 

  Полученное релаксационное уравнение для корреляционных мо-

ментов ( )25.1  и выражение для тензора напряжений ( )29.1  образуют 

реологическое уравнение состояния для нелинейной анизотропной вяз-

коупругой жидкости. Эти уравнения, записанные в виде ( )25.1 , ( )29.1 , 

являются частным случаем уравнений, полученных ранее  и  исследо-

ванных в работах [12, 89–96]. 
В случае, когда выражение для тензорного коэффициента трения в 

законе Стокса ( )12.1  имеет вид ( )14.1 , наличие члена kinn  не позволяет 

записать реологическое уравнение состояния ( )25.1 , ( )29.1  в замкнутой 

форме. Однако используются различные процедуры [19, 66, 67], посред-

ством которых это можно сделать.  

Для рассматриваемого в работе случая, когда ijζ определяется 

( )15.1  с учетом ( )24.1 , система уравнений ( )25.1 , ( )29.1  оказывается 

замкнутой и ее можно записать в следующем виде 
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ik
o

o
ikik a3p

τ
ηδσ +−= ,                                                 ( )30.1  

+−− jikjjkijik aaa
td

d νν  

jkij
o

ikik
o

aa3
3
2aI)(1

τ
βγ

τ
βκ

−=
−+

+ ,         ( )31.1  

 

где oτ  и oo n τΤη = – начальные время релаксации и значение сдвиго-

вой вязкости, jja=Ι – след тензора анизотропии.  

 Выражения ( )30.1 , ( )31.1  образуют реологическое уравнение со-

стояния нелинейной вязкоупругой анизотропной жидкости с параметра-

ми  oη , oτ , β  и κ . Размерные параметры  oη , oτ  оценивались по 

формулам [23]: 
 

( ) ( )
4,35,4

oo c
c,c,c ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∗∗

∗∗

Μ
ΜΜηΜη , Τ

ητ
n

o
o = ,  ( )32.1  

 

где  ∗c , ∗Μ  – некоторые постоянные. 

Следует отметить, что эти уравнения получены ранее [23] как ну-

левое приближение молекулярной теории вязкоупругости по имеющим-

ся малым параметрам на случай учета наведенной анизотропии и в слу-

чае изотропной релаксации ( )0=β  из ( )30.1 , ( )31.1  получается струк-

турно–феноменологическая модель Покровского–Виноградова [17, 68–

71]:  
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⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= ikikikik 3

13p δζ
τ
ηδσ , 
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⎠
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⎜
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⎛ −=−− ikikjikjjkijik 3

11
td

d δζ
τ

ζνζνζ ,  

( )11 ss

o
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=

ζκ
τ

τ , 

 

где  время релаксации τ  рассматривалось как функция первого инвари-

анта тензора напряжений: 
 

( ) ( )p313D ss
o

o
ss +=−= σ

η
τ

ζ . 

 

Коэффициент сдвиговой вязкости η  зависит от первого инварианта тен-

зора напряжений также как время релаксации 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== D

3
11

oo τ
τ

η
η

. 

 

Приведенная модель использовалась для расчета вискозиметрических 

течений и пульсирующих течений в круглой трубе [71], а также при 

изучении сложных неоднородных течений полимерной жидкости [70]. 
Отметим, что эта модель в силу характера приближения не описывает 

всех особенностей течений линейных полимеров.  Однако качество мо-

дели существенно улучшается в случае учета параметра наведенной 

анизотропии  β  [23] , что будет показано в следующих главах. 
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ГЛАВА 2. ТЕЧЕНИЕ РАСТВОРОВ И РАСПЛАВОВ ЛИНЕЙНЫХ 
ПОЛИМЕРОВ ПРИ ПРОСТОМ СДВИГЕ 

 
 Цель этой главы состоит в проверке на адекватность полученной 

ранее реологической модели. Для этого рассмотрен случай стационарно-

го однородного сдвигового течения. Получены зависимости различных 

макроскопически наблюдаемых величин от параметров модели. Прове-

дено сопоставление расчетных и экспериментальных данных. 

 
2.1. Вискозиметрические течения 

   
Как уже отмечалось ранее реологическую модель ( )30.1 , ( )31.1 , 

замыкающую уравнения движения, можно использовать для численного 

исследования течений полимеров при различных режимах их деформи-

рования. Для проверки любой модели на соответствие реальным течени-

ям полимерной жидкости следует начинать с наиболее простых течений. 

Это приводит к изучению различного типа течений (однородные  и не-

однородные, стационарные и нестационарные, линейные и нелиней-

)ные , реализуемых в вискозиметрах различных конструкций [97], так 

называемых вискозиметрических течений. Эти течения являются ста-

ционарными (тензоры  градиентов скорости – известные функции вре-

)мени  и однородными. 

Наиболее изученный случай вискозиметрического течения – 

простой сдвиг или течение Куэтта. Течение жидкости наблюдают между 

двумя параллельными плоскостями, причем одну из плоскостей пере-

мещают с постоянной скоростью до тех пор, пока не установится посто-

янный градиент скорости. Это позволяет измерить три величины – пер-

вую и вторую разности нормальных напряжений и сдвиговое напряже-

ние. Экспериментальные данные о стационарном однородном сдвиговом 

течении представляют в виде трех функций: коэффициенты первой и 
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второй разностей нормальных напряжений 1Ψ , 2Ψ  и сдвиговой вязко-

сти η , которые зависят от скорости сдвига ν& : 

 

( )ννησ &&=12 ,     ( ) 2
122111 ννΨσσΝ &&=−= , 

( ) 2
233222 ννΨσσΝ &&=−=  .                                             ( )12.  

 

Многочисленные опытные данные по сдвиговому деформирова-

нию растворов и расплавов линейных полимеров [98–121] показывают 
что сдвиговая вязкость, коэффициенты первой и второй разностей нор-

мальных напряжений являются убывающими функциями скорости сдви-

га, причем 1Ψ  – положительна, 2Ψ  – отрицательна, а по величине много 

меньше, чем  1Ψ ; сдвиговое напряжение 12σ  – возрастающей функцией 

скорости сдвига; 12 ΨΨ  является малой величиной, зависимость кото-

рой от скорости сдвига пока экспериментально мало изучена. 

Функции η , 1Ψ , 2Ψ  устанавливают связь между напряженным 

и деформированным состоянием системы. Они определяются природой 

жидкости и не зависят от режима течения. Величины коэффициентов 

первой и второй разностей нормальных напряжений характеризуют уп-

ругость жидкости. Точное математическое описание этих функций по-

могает определить основные реологические параметры, характеризую-

щие свойства материала, а также установить корреляцию этих парамет-

ров с молекулярной массой, молекулярно–массовым распределением и 

молекулярной структурой полимера. 
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2.2. Зависимость компонент тензора анизотропии  

от скорости сдвига 

 

Особенностью реологического уравнения состояния является ани-

зотропия релаксационного процесса, когда различные компоненты тен-

зора ika  приближаются с различными скоростями к равновесным значе-

ниям. При простом сдвиге тензор градиентов скорости имеет вид  
 

[ ] )t(12ik
000
000
010
νν
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=     .                                                 ( )22.  

 

В стационарном случае, когда const12 =ν ,  выражения для ненулевых 

компонент тензора анизотропии ika  с точностью до членов третьего по-

рядка по 12ν  можно получить из ( )311.  методом последовательных при-

ближений. Для этого перепишем ( )311.  в следующем виде 

 

( ) ( ) jkijikjikjjkijoikoik aa3aaa
3
2a βΙβκνντγτ −−−++= .    ( )32.  

 

В первом приближении полагаем 0=Ι , тогда  32a ikoik γτ= . Постав-

ляя эти выражения в ( )32. , получим соотношение для компонент ika  во 

втором приближении 
 

( )( )jkijojikjjkijoikoik 2
3
2a γβγτγνγντγτ −++= ,    jiij

2
o3

4 γγτΙ = . 
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Применяя предыдущие рассуждения к последним выражениям, получим  

следующее разложение для ika : 

 

( )( ( )( +++−++= ljkllkjlij
2
ojkijlikllkiloikoik 2

3
2a γνγνντγβγγνγντγτ

( ) ( ) ( ) −−−+−++ ikliillijlkjlkjlijljillijlkj 42 γγνβκγγνγγνβγνγνν
( ) ( ) )jklijlljilljkllkjlij 22 γγνγνβγνγνβγ +−+− . 

 

Из последнего соотношения находим выражения для ненулевых компо-

нент тензора ika : 

 

( ) ( )212o11 3
2a ντβ−

= , 
( )( )312o

12o
12 9

27
3

a ντκβντ +
−= , 

( )2
12o22 3

a ντβ
−= .                                                                ( )42.  

 

На основании ( )42.  можно сделать вывод, что параметры β  и κ  

отвечают за нелинейные свойства системы ( )301. , ( )311. , причем пара-

метр β  сказывается уже во втором порядке по градиентам скорости, а  

κ  – лишь в третьем. Эти соотношения также могут служить для опреде-

ления β  и κ  при малых значениях градиента скорости 12ν . При боль-

ших значениях градиента скорости вычисление компонент тензора ани-

зотропии по формулам ( )42.  приводит к большим погрешностям. По-

этому далее рассмотрим поведение реологической модели ( )301. , ( )311. , 

при произвольных значениях градиента скорости. Тогда из ( )311.  полу-

чаем систему нелинейных алгебраических уравнений 
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)aa(3as2a 2
12

2
111211 +−= ΝΝ τβτ , 

)aa(3a 2
12

2
2222 +−= Ντβ ,                                                    ( )52.  

)aa(a3ass
3

a 2211122212 +−+= ΝΝ
Ν τβττ

, 

 

где   ( )I)(11 βκτΝ −+= , 2211 aaI +=  – след тензора анизотропии,  

12os ντ=  – безразмерная скорость сдвига. 

Компоненты 11a , 12a   и 2211 aa −  можно определить из ( )52.  методом 

последовательных приближений [122, 123]. Для реализации этого мето-

да система ( )52.  записывалась в виде операторного уравнения 
 

( ) 0x =Φ , 
 

где ( )ΤΝτ 221211 a,a,a,x = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ΤΦ xf,xf,xf,xfx 4321= , 

( ) ( )I)(11xf1 βκτΝ −+−= , ( ) )aa(3as2axf 2
12

2
1112112 +−−= ΝΝ τβτ , 

( ) )aa(3axf 2
12

2
22223 ++= Ντβ , ( ) )aa(a3ass

3
axf 22111222124 ++−−= ΝΝ

Ν τβττ
. 

 Начальное приближение выбиралось из условия 0=Ι : 

( )Τ0,3s,0,1xo = . Последующие приближения определялись по пра-

вилу 

( )i1i x~x Φ=+
, 

 

где ( ) ( )xtxx~ ΦΦ −= ; t – релаксационный параметр.  

Вычисления проводились до тех пор, пока соблюдалось условие 
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ε>−+ i1i xx ,       

 

где 

214

1i

2
ixx ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

, 910−=ε . 

Для оценки погрешности метода производился повторный пересчет c 
1010 −=ε  и проверялось условие 

 

 
2

1i

i1i

10
x

xx
−

+

+

<
−

, 

 

после выполнения которого счет прекращался. 

Известно, что для сходимости метода достаточно выполнения ус-

ловия 
 

( ) 1x~ * <′Φ , 

 

которое обеспечивалось выбором релаксационного параметра. Здесь 

*x – решение операторного уравнения, ( )
21

4

1j,i

2

ijf~x~
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=′ ∑

=

Φ , 

( ) ( )xtx~ ΦΕΦ ′−=′ , Ε – единичная матрица и 
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( ) =
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[ ] [ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎢

⎣
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+−+

−
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−
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ΝΝ

ΝΝΝ

ττββτββ

τβτββ

ττβτββ

βκ

βκ

βκ

βκ

sa31)aa(aa3
3
sas)aa(a3

1a6a6)aa(3

s2a61a6as2)aa(3

)aa)((1)aa)((1

122211121222221112

2222
2
22

2
12

121212
2
12

2
11

22112211

0
0

01
22

. 

 

При проведении численных расчетов, по описанному алгоритму, 

значения концентрации, молекулярной массы ∗ΜΜ и начальной 

сдвиговой вязкости ( )∗∗ Μη ,co  принимались равными 1 . Результаты 

для 11a , 12a  и 2211 aa −  при различных значениях β  и κ , показаны на 

рис. 2.1 –2.3. На рисунках видно, что 11a , 12a , 2211 aa −  являются воз-

растающими функциями скорости сдвига, причем β  и κ  не влияют на 

наклоны кривых, однако с их увеличением значения 11a , 12a , 2211 aa −   

уменьшаются.  
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Рис. 2.1. Компонента 11a  тензора анизотропии как функция 

скорости сдвига при 07,0=κ , 05,0=β  ( )1 ; 15,0=κ , 1,0=β  ( )2 ; 

3,0=κ , 2,0=β  ( )3 ; 4,0=κ , 3,0=β  ( )4  
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Рис. 2.2. Компонента 12a   тензора анизотропии как функция 

скорости сдвига при 07,0=κ , 05,0=β  ( )1 ; 15,0=κ , 1,0=β  ( )2 ; 

3,0=κ , 2,0=β  ( )3 ; 4,0=κ , 3,0=β  ( )4  
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Рис. 2.3. Зависимость 2211 aa −  от скорости сдвига при 

07,0=κ , 05,0=β  ( )1 ; 15,0=κ , 1,0=β  ( )2 ; 3,0=κ , 2,0=β  ( )3 ; 

4,0=κ , 3,0=β  ( )4  

 

Как уже говорилось, компоненты тензора ika  можно находить не-

посредственно из системы ( )52. . Однако в дальнейших расчетах это ока-

зывается неудобным. Поэтому без ущерба для точности проводимых 

вычислений можно оценить компоненты тензора ika  так, чтобы при ма-

лых значениях 12ν  были справедливы соотношения ( )42. , а при  

112 >>ν   выполнялось 11
1211 ~a λν , 12

1212 ~a λν , 13
122211 ~aa λν− , где 

i1i1i1i1 C++= κΒβΑλ , ( )3,1i = . Тогда выражения для ненулевых 

компонент тензора анизотропии 11a , 12a  и 2211 aa −  можно записать в 

следующем виде 
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( )( )
( )( )( )11

12o1

2
12o

11 2,g13
2a λντκβ

ντβ
−+

−
= ,                                 

( )( )( )12
12o2

12o
12 1,g13

a λντκβ
ντ

−+
= ,                   ( )62.  

          
( )

( )( )( )13
12o3

2
12o

2211 2,g13
2

aa λντκβ
ντ

−+
=− , 

 

где iiii CAg ++= κΒβ ; i1A , i1B , i1C , iA , iB , iC , ( )3,1i =    –   неоп-

ределенные коэффициенты, для определения которых использовался ме-

тод наименьших квадратов.  

Процедура вычислений осуществлялась следующем образом: 

1.  находили i1λ : 

– параметры β  и κ  варьировали от 0 до 1,  учитывая κβ < ; 

– для соответствующих значенийβ  и κ   методом последовательных 

приближений решали систему ( )52.  при 112 >>ν , откуда находили 

компоненты тензора анизотропии;  

– по стандартным формулам определяли i1A , i1B , i1C ; 

2.  вычисляли ig  по аналогии с i1λ . 

Численные результаты расчетов таковы: 58,011 =λ , 52,11 =Α , 

06,01 =Β , 17,0C1 = , 18,012 =λ , 9,22 =Α , 69,02 −=Β , 31,0C2 = , 

61,013 =λ , 36,23 =Α , 05,03 =Β ,  16,0C3 = . 

 Чтобы убедиться в пригодности выражений ( )62.  для описания за-

висимости ненулевых компонент тензора анизотропии от скорости сдви-

га, сравним результаты расчетов полученные из решения системы ( )52.  
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и по скейлинговым соотношениям ( )62.  для различных значений β  и 

κ .  На рис. 2.4–2.15 показаны зависимости ika  от 12ν , откуда видно их 

удовлетворительное совпадение. 

На основании полученных результатов можно сделать вывод, что в 

дальнейшем для определения ненулевых компонент тензора анизотро-

пии вместо системы уравнений ( )52.  можно использовать скейлинговые 

соотношения ( )62. . 
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Рис. 2.4. Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей компоненты 11a  тензора анизотропии  от ско-

рости сдвига при 07,0=κ , 05,0=β       
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Рис. 2.5. Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей компоненты 11a  тензора анизотропии от ско-

рости сдвига при 15,0=κ , 1,0=β        
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 Рис. 2.6.  Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей компоненты 11a  тензора анизотропии  от ско-

рости сдвига при 3,0=κ , 2,0=β  
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Рис. 2.7. Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  компоненты 11a  тензора анизотропии  от 

скорости сдвига при 4,0=κ , 3,0=β        
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Рис. 2.8. Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  компоненты 12a  тензора анизотропии  от 

скорости сдвига при 07,0=κ , 05,0=β       
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Рис. 2.9. Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  компоненты 12a  тензора анизотропии  от 

скорости сдвига при 15,0=κ , 1,0=β        
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 Рис. 2.10.  Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  компоненты 12a  тензора анизотропии  от 

скорости сдвига при 3,0=κ , 2,0=β       
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Рис. 2.11.  Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 
( )Β  кривая  зависимостей  компоненты 12a  тензора анизотропии  от 
скорости сдвига при 4,0=κ , 3,0=β        
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Рис. 2.12.  Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  2211 aa −  от скорости сдвига при 07,0=κ , 

05,0=β       
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Рис. 2.13.  Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  2211 aa −  от скорости сдвига при 15,0=κ , 

1,0=β   

 
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-2 -1 0 1 2 3
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

lg(ν
12

)

 A
 B

lg
(a

11
-a

22
)



 

54 
 

 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
                                   

 
 
 
 
 
 
 
 
                                 

 
  

Рис. 2.14.  Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  2211 aa −  от скорости сдвига при 3,0=κ , 

2,0=β      
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Рис. 2.15.  Сравнение точной ( )Α  кривая  и приближенной 

( )Β  кривая  зависимостей  2211 aa −  от скорости сдвига при 4,0=κ , 

3,0=β        
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2.3. Зависимость вискозиметрических функций от скорости сдвига 

 

 Выражения для ненулевых компонент тензора напряжений при 

малых значениях градиента скорости 12ν  определяются из соотношения 

( )30.1  с учетом ( )42.  в следующем виде 
 

( )( ) ( )( )3
12o

2
12o

o

o
11 2p ντντβ

τ
η

σ +−=+ ,   ( )212o
o

o
22 p ντβ

τ
η

σ −=+ , 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−= 3
12o12o

o

o
12 3

27
ντ

κβ
ντ

τ
η

σ .                                     ( )72.  

 

Тогда, в предположении изотропной релаксации ( )0=β , выра-

жения для стационарных вискозиметрических функций имеют вид 
 

o
2
12o

2
1222111 22 ηστητνσσΝ ==−= ,      033222 =−= σσΝ  . 

 

Эти соотношения незначительно отклоняются от  экспериментальных 

данных [99, 101, 102], например, вторая разность нормальных напряже-

ний – мала, но отлична от нуля. 

Однако качество модели ( )30.1 , ( )311.  существенно улучшается в 

случае 0≠β . Тогда, с учетом ( )12.  и ( )72. , для стационарных виско-

зиметрических функций получим  следующие соотношения 
 

( )12ooo2
12

2211
1 2 νττη

ν
σσΨ +=

−
= ,    βτη

ν
σσ

Ψ oo2
12

3322
2 −=

−
= , 
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−== 2
12oo

12

12

3
271 ντκβη

ν
ση .            ( )82.  

 

Эти выражения могут служить для оценки параметров β  и κ  на осно-

вании опытных данных. Соотношения ( )82.  справедливы лишь при ма-

лых значениях градиента скорости. Поэтому при произвольных значени-

ях градиента скорости значения вискозиметрических функций опреде-

ляются из системы уравнений ( )52. , которая была решена [23] методом 

последовательных приближений и для проверки полученных результа-

тов, модифицированным методом Ньютона. Численные результаты рас-

четов вискозиметрических функций от безразмерной скорости сдвига, 

полученные при решении ( )30.1 , ( )311.  показывают, что сдвиговая вяз-

кость увеличивается при увеличении β  и η  уменьшается при увеличе-

нии κ  ( β  фиксировано), причем влияние  β  оказывается более значи-

тельным. Зависимость  12σ   от скорости сдвига такова: при  κβ < : 12σ  

возрастает, что согласуется с экспериментальными данными [119, 120]. 
На отношение второй разности нормальных напряжений  к первой 

12 ΨΨ  параметр β  оказывает существенное влияние, а параметр κ  – 

незначительное. Параметр κ  также не влияет на коэффициент первой 

разности нормальных напряжений  1Ψ .  

 Полученные в работе [23] зависимости вискозиметрических 

функций от скорости сдвига при различных значениях параметров β  и 

κ   демонстрируют качественное соответствие модели ( )30.1 , ( )311.  ре-

альному поведению растворов и расплавов линейных полимеров при те-

чении. 
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2.4. Зависимость нелинейных характеристик вязкоупругости 

      линейных полимеров от молекулярной массы полимера 

 

Наиболее часто в опытах исследуют стационарную сдвиговую 

вязкость  η  и первую разность нормальных напряжений 1Ν . С  помо-

щью параметров модели  β , κ  и oη  можно достаточно описать η  и 

1Ν   как функции скорости сдвига 12ν  при некоторых значениях моле-

кулярной массы  Μ  и концентрации c . Поэтому дальнейшая задача 

состояла в исследовании зависимости параметров модели  от молеку-

лярной массы полимера и оценке этих параметров [31]. 
Для полимеров одного гомологического ряда экспериментально 

установлено, что при больших скоростях сдвига значения сдвиговой 

вязкости не зависят от молекулярной массы полимера 
 

( ) λννη 1212 k= ,    
0~k Μ ,   112o >>ντ  ,   ( )5.10 <<λ . 

 

Оказалось, что этому условию можно удовлетворить подбирая соответ-

ствующие значения β  и κ . При проведении расчетов система уравне-

ний ( )52.  решалась методом последовательных приближений при раз-

личных значениях градиента скорости. Значение концентрации прини-

малось равным 1, значения молекулярной массы ∗ΜΜ  равными  

10 , 4 10 , 1 и начальной сдвиговой вязкости ( )∗∗ Μη ,co  равным 1. 

Для фиксированного β , при варьировании κ  от 0  до 1 получены зави-

симости стационарной сдвиговой вязкости  oηη  от скорости сдвига и 

молекулярной массы, причем различным значениям β  соответствуют 

различные κ ( )172.  рис.  на   точки . На рис. 2.16 видно, что при больших  
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12ν  в случае  1,0=β , 3,0=κ   ( )Β  кривые  значения η  при различной 

молекулярной массе не совпадают, а в случае  2,0=β , 3,0=κ  

( )Α  кривые  – совпадают. Из условия независимости асимптотического 

поведения стационарной сдвиговой вязкости от молекулярной массы 

полимера удалось установить, методом наименьших квадратов, функ-

циональную зависимость между параметрами κ  и β ( )172.  рис. ,  кото-

рая достаточно точно описывается линейной функцией 
 

βκ 2,1= .                                                ( )92.  
 

Для проверки соответствия модели ( )30.1 , ( )311.  реальным тече-

ниям полимерных жидкостей необходимо сравнить полученные теоре-

тические кривые с экспериментальными данными. 
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 Рис. 2.16. Влияние параметров κ  и β  на зависимость ста-

ционарной сдвиговой вязкости от скорости сдвига и молекулярной мас-

сы  ( 3,0=κ , 2,0=β ( )Α  кривые , 3,0=κ , 1,0=β  ( )Β  кривые ; кривые 1 

соответствуют 10=∗ΜΜ , кривые 2 – 4 10=∗ΜΜ , кривые 3 – 

)1=∗ΜΜ  
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Рис. 2.17.  Связь между параметрами κ  от β , которая уста-

новлена из условия независимости асимптотического поведения стацио-

нарной сдвиговой вязкости от молекулярной массы полимера  
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2.5. Сравнение с экспериментальными данными 

 

Для сравнения, полученных в п. 2.4. теоретических кривых, ис-

пользовались экспериментальные данные работы [113], где приведены 

зависимости η , 1Ν   от 12ν  для растворов линейного полибутадиена 

различной молекулярной массы при ΚΤ 298= . Молекулярные харак-

теристики и реологические параметры образцов, соответствующие рис. 

2.18, 2.19, приведены в таблице: 

 

Образец 310 −⋅Μ  cПа,o ⋅η  c,oτ  

1 200  2108,2 ⋅  33,0  

2  350  31075,1 ⋅  66,3  

3 517  3102,8 ⋅  32,25  

4  813 4107,4 ⋅  25,288  

 

 

 Концентрация образцов одинакова ( )%79,6c = . Значение параметра oτ  

определялось из соотношения ( )32.1 . Численные результаты расчетов 

получены при решении системы уравнений ( )52.  методом последова-

тельных приближений. На рис. 2.18, 2.19  представлены зависимости 

сдвиговой вязкости и первой разности нормальных напряжений от ско-

рости сдвига при 07,0=κ , 05,0=β . На рис. 2.18  видно, что теоретиче-

ские кривые стационарной сдвиговой вязкости как функции скорости 

сдвига совпадают с экспериментальными данными. Расхождение теоре-

тических кривых первой разности нормальных напряжений как функции 

скорости сдвига и экспериментальных данных ( )192.  рис.  – незначи-

тельное, в этом случае можно говорить лишь о качественном соответст-

вии  теории и эксперимента.  
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На основании проведенных исследований можно утверждать, что 

параметры β , κ  не зависят от молекулярной массы полимера, а также 

полученная между параметрами функциональная зависимость позволяет 

снизить число оцениваемых параметров модели до двух oη , κ . Удовле-

творительное совпадение теоретических кривых и экспериментальных 

данных говорит о пригодности реологической модели ( )30.1 , ( )311.  для 

описания стационарного однородного сдвигового течения в достаточно 

широком диапазоне скоростей сдвига.  

Следует отметить, что система уравнений позволяет также описы-

вать одноосное растяжение, двухмерные и трехмерные течения раство-

ров и расплавов линейных полимеров [24, 33]. Это является основой для 

постановки более сложных задач, а именно – об учете влияния полидис-

персности полимерного образца на его реологические свойства, что бу-

дет сделано в следующей главе. 
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Рис. 2.18.  Зависимость сдвиговой вязкости от скорости сдви-

га при 07,0=κ , 05,0=β . Молекулярные характеристики образцов 

полибутадиена приведены в таблице 
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Рис. 2.19. Зависимость первой разности нормальных напря-

жений от скорости сдвига при 07,0=κ , 05,0=β . Молекулярные ха-

рактеристики образцов полибутадиена приведены в таблице 
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ГЛАВА 3. ПОЛИДИСПЕРСНЫЕ ПОЛИМЕРНЫЕ МАТЕРИАЛЫ И 

ИХ СВОЙСТВА 
 
 Существенное влияние на механические, в частности реологиче-

ские свойства полимеров оказывает их полидисперсность. Поэтому при 

получении реологической модели, которая была бы пригодна для реше-

ния разных задач, представляющих практический интерес, следует учи-

тывать этот факт, что было сделано в этой главе. 

 
3.1. Понятия молекулярной массы полимера  

       и молекулярно–массового распределения 

 

Важной характеристикой полимера является степень полимериза-

ции, которая равна числу элементарных звеньев в макромолекуле. Меж-

ду молекулярной массой полимера Μ  и степенью полимеризации x  

существует следующее соотношение [124]: ox ΜΜ= , где  oΜ  – 

масса мономерного звена.   
Макромолекула полимера состоит из одинаковых элементарных 

звеньев, так как получают ее из значительного количества небольших 

мономерных молекул. При образовании большого числа макромолекул 

из мономерных единиц, количество последних неодинаково для всех 

макромолекул, т.е. полимеры полидисперсны (полимеры  – смесь мак-

ромолекул разной степени )цииполимериза . Так как полимеры пред-

ставляют собой смесь веществ, понятия молекулярной массы, степени 

полимеризации заменяют среднестатистическими величинами, причем 

способ усреднения определяется характером проводимых измерений, то 

есть применяемым методом определения молекулярной массы. 

В зависимости от способа усреднения различают среднечисловую, 

среднемассовую молекулярные массы и т.д.. При определении средне-
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числовой молекулярной массы nΜ , усреднение производится по числу 

фракций макромолекул 
 

∑
=

=
N

1j

jjn νΜΜ , 

 

где jν  – числовая доля фракции макромолекул j -го вида с молекуляр-

ной массой, равной jΜ  ;  Ν – число фракций.  

При больших молекулярных массах суммирование можно заме-

нить интегрированием. Тогда числовая доля макромолекул с молекуляр-

ной массой от Μ до ΜΜ d+ , оказывается равной ( ) ΜΜ dfn  

( )( Μnf  – непрерывная дифференциальная числовая функция молеку-

лярно–массового )нияраспределе . Тогда 

 

( )∫
∞

=
0

nn df ΜΜΜΜ . 

 

Аналогично, вводится понятие среднемассовой молекулярной массы, 

только усреднение производится по массе фракций 
 

( ) ( ) ( )∫∫∫
∞∞∞

==
0

n

0

n
2

0

dfdfdf ΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜ ωω , 
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где  ( )Μωf  – непрерывная дифференциальная массовая функция моле-

кулярно–массового распределения, равная ( )Μ
Μ
Μ

n
n

f . 

При иных способах усреднения получают другие виды средних молеку-

лярных масс, например, средневязкостную, z -среднюю и т.д.. 

Более полную характеристику полимера представляет собой кри-

вая распределения по молекулярным массам или молекулярно–массовое 

распределение. О ширине этой кривой судят по величине ωΜΜ n  – 

степени полидисперсности. Монодисперсный полимер имеет одну моле-

кулярную массу, и, следовательно, отношение ωΜΜ n  равно 1 , для 

полидисперсных – больше 1 . 

 Для теоретического анализа молекулярно–массового распределе-

ния удобно использовать аналитическое выражение функции молеку-

лярно–массового распределения. Подбор модельной функции для опи-

сания экспериментальной кривой молекулярно–массового распределе-

ния осуществляют так, чтобы получить наилучшее согласование теоре-

тических зависимостей и экспериментальных данных и при этом функ-

ция молекулярно–массового распределения должна иметь четкий кине-

тический смысл. В настоящее время существует довольно много мо-

дельных функций: Шульца, Гаусса, Пуассона, Флори и т.д. [97, 116], ко-

торые используют ( )комбинации  ыеих  линейн  или  для описания кри-

вой молекулярно–массового распределения. 

При одинаковой средней молекулярной массе полимера, соотно-

шение между равными по величине молекулами полигомологов может 

быть различным, и, поскольку короткие цепи ведут себя иначе, чем 

длинные, полимеры с одинаковыми средними молекулярными массами 

иногда отличаются по свойствам даже при одной и той же структуре. 

Сужение молекулярно–массового распределения оказывает благоприят-
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ное влияние на ударную и разрывную прочность полимеров, практиче-

ски не отражаясь на их деформационных характеристиках. 

 

3.2. Учет влияния полидисперсности в случае нелинейной  

вязкоупругой анизотропной жидкости 

 

Как уже говорилось в первой главе  соотношения ( )30.1 , ( )311.  

образуют реологическое уравнение состояния нелинейной вязкоупругой 

анизотропной жидкости. Полученные во второй главе теоретические за-

висимостей для вискозиметрических функций и сопоставление с экспе-

риментальными данными, позволяет сделать вывод, что ( )30.1 , ( )311.  

являются моделью монодисперсного полимера. Однако на практике 

почти все полимеры оказываются полидисперсными, за исключением 

некоторых природных полимеров. Поэтому дальнейшая задача состоит в 

том, чтобы перейти от модели монодисперсного полимера к модели по-

лидисперсного полимера. Это оказывается возможным благодаря мик-

роструктурному подходу, который использовался при выводе уравнений 

( )30.1 , ( )311. , то есть на каждом шаге учитывались физическая и хими-

ческая структуры полимерной жидкости. Чтобы получить модель поли-

дисперсного полимера усредним ранее полученное выражение для тен-

зора напряжений с использованием молекулярно–массового распределе-

ния. 

Выражение ( )30.1  для тензора напряжений перепишем 
 

∑
=

+−=
Ν

ΝΤδσ
1j

ikjikik a3p , 
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где jΝ  – число фракций j -го вида с молекулярной массой, равной jΜ . 

Преобразуем это выражение следующим образом 
 

∑
=

+−=
Ν

Ν
Ν

ΤΝδσ
1j

ik
j

ikik a3p . 

 

Учитывая, что ΝΝν jj = ,  последнее соотношение перепишется в 

виде 

∑
=

+−=
Ν

νΤΝδσ
1j

ikjikik a3p . 

 

От реального дискретного молекулярно–массового распределения стан-

дартным образом можно перейти к непрерывному, тогда выражение для 

тензора напряжений примет вид 
 

( ) ( )∫
∞

+−=
0

ikikik dfa3p ΜΜΜΤΝδσ .           ( )13.  

 

Для определения общего числа фракций Ν  в образце, воспользу-

емся известной формулой, позволяющей вычислить число молекул n  в 

единице объема 
 

Μ
Νρ Α=n , 
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где  ΑΝ  – число Авагадро,  Μ  – молекулярная масса полимера, ρ  – 

плотность. Просуммируем левую и правую части последнего соотноше-

ния  по всем фракциям, имеем 
 

∑∑
==

=
Ν

Α
Ν

Μ
νΝρ

Ν
1j j

j

1j

j . 

 

Переходя к непрерывному молекулярно–массовому распределению по-

лучаем выражение для определения общего числа фракций в образце 
 

∫
∞

=

o

d)(f

Μ

Α Μ
Μ
ΜΝρΝ

.                             ( )23.  

 

Таким образом, полученные выражения ( )311. , ( )13. , ( )23.  пред-

ставляют модель, в которой учтена полидисперность полимерных сис-

тем. Для проведения численных расчетов нужна дальнейшая ее конкре-

тизация, что будет сделано далее. 

 

3.3. Влияния полидисперсности на реологические свойства 

полимерного образца при простом сдвиге 

 

 На основе полученной модели ( )311. , ( )13. , ( )23.  можно найти 

выражения для вискозиметрических функций в случае простого сдвига с 

постоянной скоростью деформации. Для этого выражение ( )13.  запи-

шем в виде 
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( ) ( )∫
∞

=
0

1212 dfa3 ΜΜΜΤΝσ . 

 

Тогда согласно ( )12.  и последнему соотношению имеем 
 

( ) ( )∫
∞

==
0

12
1212

12 dfa3 ΜΜΜ
ν
ΤΝ

ν
ση . 

 

Для определения 12a  воспользуемся полученными ранее выражениями 

( )42.  и ( )62. . Подставляя поочередно ( )42.  и ( )62.  в последнее выра-

жение найдем соотношения для  oη  и η : 

 

( )∫
∞

=
0

oo d)(f ΜΜΜτΝΤη ,                                                   ( )33.  

( )
( ) ( )( )( )∫

∞

+
=

0

82,0
12o2

o d
,g1

)(f
Μ

νΜτκβ
ΜΜτ

ΝΤη ,            ( )43.  

 

где ( ) κβκβ 69,09,231,0,g2 −+= . 

 Для расчета сдвигового течения  в условиях эксперимента в даль-

нейшем потребуется выражение для первой разности нормальных на-

пряжений, которое согласно ( )13.  запишется в виде 
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( ) ( )( ) ( )∫
∞

−=−=
0

221122111 dfaa3 ΜΜΜΜΤΝσσΝ . 

 

С учетом ( )62.  последнее выражение примет вид 
 

( ) ( )
( ) ( )( )( )∫

∞

+
=

0

39,1
12o3

2
o2

121 d
,g1

f2 Μ
νΜτκβ

ΜΜτνΤΝΝ , ( )53.  

 

где ( ) κβκβ 05,036,216,0,g3 ++= . 

Чтобы конкретизировать полученные выражения ( )23. – ( )53.  

нужно выбрать подходящее распределение для )(f Μ , такое, чтобы 

теория согласовывалась с экспериментом и полученные в результате ин-

тегралы были сходящимися. Этим требованиям отвечает распределение 

Мидлмана 
 

)(e)(f 1 ΑΓΜΒΜ ΒΜΑΑ −−= ,                                              ( )63.  

 

где )(ΑΓ – гамма–функция, Α  и Β  – константы материала, связан-

ные со средними молекулярными массами соотношениями ΒΑΜ =n ,   

ΒΑΜω )1( += . Подставляя ( )63.  в ( )23. – ( )53. , после необходи-

мых преобразований, окончательно имеем 
 

∫
∞

−−=

o

x2 dxex
)(

ΒΜ

ΑΑ

ΑΓ
ΒΝρΝ

,                                ( )73.  



 

74 
 

 

∫
∞

−+=
0

x4,3
4,4o dxex

)(
Α

ΒΑΓ
ΝΤΚη ,                                            ( )83.  

( ) ( )( )∫
∞ −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
0

82,0

12
4,4

2

x4,3

4,4
dx

x,g1

ex
)( νΒΚκβΒΑΓ

ΝΤΚη
Α

,    ( )93.  

( )( )∫
∞ −+

+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=
0

39,1

12
4,4

3

x8,7

8,8

2
12

2

1 dx
)x(,g1

ex
)(

2

νΒΚκβΒΑΓ
νΝΤΚ

Ν
Α

Α , ( )103.  

 

где ΒΜ=x . 

Выражения ( )73. – ( )103.  – модель полидисперсного полимера. 

Чтобы убедиться в ее пригодности для описания реальных течений по-

лимерных сред нужно сопоставление расчетных и экспериментальных 

данных, а также  сравнение с другими известными моделями. 

 

3.4. Сравнение с известными моделями и  

экспериментальными данными 

 

В настоящее время известно, что молекулярная масса, молекуляр-

но–массовое распределение, степень разветвленности молекул и т.д. 

оказывают влияние на реологические свойства полимеров. Поэтому за-

дача исследователей состоит в установление взаимосвязей между моле-

кулярной структурой и реологическими свойствами полимерного образ-

ца. В этой области уже накопилось немало достижений [116, 125–131], 
однако теоретические изыскания по указанной проблеме еще далеко не 

завершены. В модели Кертисса–Берда полимерных расплавов, вклю-
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чающей и полидисперсные смеси, жидкость моделировалась как система  

взаимодействующих цепей Крамерса, причем каждая цепь состоит из 

бусинок, соединенных между собой жесткими стержнями. Модель объе-

диняет идеи анизотропных сил трения и анизотропного броуновского 

движения для звеньев цепи. На ее основе получены теоретические зави-

симости вискозиметрических функций от скорости сдвига при сдвиге и 

растяжении для различных типов молекулярно–массового распределе-

ния: распределения Флори–Шульца, логарифмически–нормального рас-

пределения. В случае простого сдвигового течения теоретические кри-

вые сдвиговой вязкости как функции скорости сдвига удовлетворитель-

но аппроксимируют экспериментальные данные. Однако, модель Кер-

тисса–Берда обладает малой прогностической способностью, теоретиче-

ские кривые для коэффициента первой разности нормальных напряже-

ний менее удачно описывают экспериментальные данные. Модель 

( )73. – ( )103.  избавлена от этого недостатка. Полученные при числен-

ном решении ( )73. – ( )103.  теоретические зависимости вискозиметриче-

ских функций от скорости сдвига сопоставлялись с экспериментальны-

ми данными, взятыми из работы [116] для образцов полиэтилена высо-

кой плотности, имеющих различную степень полидисперсности. Моле-

кулярные характеристики образцов приведены в таблице: 

 

 
Образец 

 

  nΜ  

 

wΜ  

 

nw ΜΜ  
cПа,o ⋅η

( )C200o=Τ  

A 4104,1 ⋅  
51024,2 ⋅  16  4104,9 ⋅  

B  3102 ⋅  
51068,1 ⋅  84  5109,1 ⋅  

 

 

Значения параметров анизотропии подбирались из условия ( )92.  – неза-

висимости параметров от молекулярной массы полимерного образца: 

4,0=κ , 3,0=β .  
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Время релаксации nτ  оценивалось как в [116]: 

 

( )ΤΜητ cRnon = , 

 

где  c  – концентрация раствора, R – газовая постоянная. 

Сходящиеся несобственные интегралы с бесконечными пределами 

интегрирования вычислялись при различных значениях градиента ско-

рости по формуле прямоугольников [122, 123]: 
 

( ) ( )hxudxxu
okx

0 1i
i 2

1∫ ∑
=

−≈
Ν

,   ,,3,2,1k K=  

 

где Νoxh = – шаг разбиения, h5,0xx ii 2
1 −=− . 

На первом шаге выбирался вспомогательный промежуточный предел 

интегрирования ox , который автоматически изменялся  на последую-

щих итерациях ox2 , ox3 , ox4  и т. д.. На каждой i -той стадии осущест-

влялся контроль условия 
 

ε<− −1ii II , 

 

при выполнении которого счет прекращался. Здесь iI  – значение вы-

числяемого интеграла на i -той итерации; 410 −=ε – погрешность ин-

тегрирования. При выполнении последнего условия производился по-

вторный пересчет с шагом  2h  с проверкой условия 
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2
h

2hh

10−<
−
Ι
ΙΙ

. 

 

Погрешность формулы прямоугольников на рассматриваемом отрезке 

оценивалась стандартным образом 
 

( ) ( ) L
24

xkhhxudxxu o
2okx

0 1i
i 2

1 ≤−∫ ∑
=

−

Ν

, 

 

где 
[ ]

( )xumaxL
okx,0x

′′=
∈

. 

Теоретические кривые приведенной сдвиговой вязкости как функ-

ции безразмерной скорости сдвига и соответствующие эксперименталь-

ные данные приведены на рис. 3.1. Из рисунка видно, что теория удов-

летворительно согласуется с экспериментом. При этом установлено, что 

с ростом полидисперсности нелинейные свойства проявляются в облас-

ти малых скоростей сдвига, что подтверждается экспериментально. На-

клоны теоретических кривых слабо зависят от степени полидисперсно-

сти полимерного образца. Вязкость образца с более широким молеку-

лярно–массовым распределением оказалась ниже, чем у образца с более 

узким молекулярно–массовым распределением, что подтверждается и 

другими исследователями. В монодисперсном случае выражения ( )73. –

( )103.  принимают вид 
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nM
ΑΝρΝ = ,         

*
o τΝΤη = , 

( )( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

=
∗

∗

82,0

1269,09,231,01 ντκβ

τΝΤη
, 

( )
( )( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++

=
∗

∗

39,1

12

2

12
1

05,036,216,01

2

ντκβ

ντΝΤ
Ν

, 

 

 

где   4,4
nΜΚτ =∗ . 

Численные расчеты для монодисперсного случая приведены на рис. 3.1, 

причем теоретические кривые сдвиговой вязкости, построенные для раз-

личных значений среднечисловой молекулярной массы, приведенных в 

таблице,  совпадают ( )1  кривая . Это  служит  подтверждением  того, что  

модель ( )73. – ( )103.  учитывает  полидисперсность  полимерных образ-

цов.  

Для оценки влияния молекулярно–массового распределения на 

эластические свойства полимера на рис. 3.2 приведена зависимость пер-

вой разности нормальных напряжений как функции скорости сдвига для 

рассматриваемых образцов полиэтилена. Теоретические кривые, как 

видно из рисунка, удовлетворительно аппроксимируют эксперименталь-

ные данные, это позволяет сделать вывод, что полученная модель при-

годна для оценки упругости полимерной жидкости. В монодисперсном 

случае теоретические кривые 1, 2 существенно отклоняются от экспери-

мента.  
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Рис. 3.1. Зависимость приведенной сдвиговой вязкости от 

безразмерной скорости сдвига для образцов полиэтилена, имеющих раз-

личную степень полидисперсности. В монодисперсном случае – кривая 

1; 16n =ΜΜω  – кривая 2 ,  84n =ΜΜω  – кривая 3  

( ующиесоответств  экспериментальные данные – А, )Β  
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Рис. 3.2. Зависимость первой разности нормальных напря–

жений от скорости сдвига. В монодисперсном случае – кривые 1, 2 ; 

16n =ΜΜω  – кривая 3 , 84n =ΜΜω  – кривая 4  ( ующиесоответств  

экспериментальные данные – А, )Β  
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Таким образом, можно сделать вывод, что полученная модель 

( )73. – ( )103.  пригодна для описания стационарного однородного сдви-

гового течения растворов и расплавов линейных полимеров различной 

степени полидисперсности в достаточно широком диапазоне скоростей 

сдвига. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Основные результаты диссертации можно сформулировать следую-

щим образом: 

1. Методами статистической механики получено уравнение для конфи-

гурационной функции распределения, что позволило вывести релак-

сационное уравнение и записать реологическую модель. 

2. Из условия независимости асимптотического поведения стационар-

ной сдвиговой вязкости от молекулярной массы установлена линей-

ная зависимость между скалярными коэффициентами анизотропии, 

что позволило снизить число оцениваемых параметров модели.  

3. В случае стационарного однородного сдвигового течения установле-

ны теоретические зависимости вискозиметрических функций от ско-

рости сдвига для различных значений молекулярной массы и пара-

метров модели – коэффициентов анизотропии, которые удовлетвори-

тельно аппроксимируют известные экспериментальные данные. 

4. Методами математической статистики получены скейлинговые соот-

ношения для ненулевых компонент тензора анизотропии при произ-

вольных значениях градиента скорости. 

5. Разработана методика учета влияния полидисперсности на реологи-

ческие свойства полимерного материала и на ее основе численно ис-

следованы свойства образцов полиэтилена различной степени поли-

дисперсности в случае стационарного однородного сдвигового тече-

ния.  
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