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 ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность работы. В последние десятилетия внимание физиков 

привлекают так называемые «отрицательные» материалы, например, ауксе-

тики (то есть материалы с отрицательным коэффициентом Пуассона) [1], 

материалы с отрицательным коэффициентом теплового расширения [2], 

трехмерные материалы с отрицательной сжимаемостью в одном или даже 

двух направлениях [3], среды с отрицательным показателем преломления 

[4] и др. Аномальные свойства таких материалов интересны как с чисто 

научной точки зрения, так и ввиду того, что они могут лечь в основу новых 

технологий.  

В настоящей работе внимание будет уделено ауксетикам, которые при 

приложении одноосной растягивающей нагрузки увеличиваются в размере 

как вдоль приложенной силы, так и в поперечном направлении. Однако на 

практике мы чаще имеем дело с материалами, которые при растяжении (по-

ложительная деформация) уменьшаются в поперечном направлении (отри-

цательная деформация) так, что их коэффициент Пуассона, определяемый 

как отношение поперечной деформации t к продольной l, взятое со знаком 

минус, 

t / l ,                                                    (1) 

оказывается положительным. Следует сказать, что существование ауксети-

ков не противоречит базовым законам физики. Термодинамически устойчи-

вый изотропный материал может иметь коэффициент Пуассона в пределах 

–1 <  < 1 в двумерном и –1 <  < 0,5 в трехмерном случаях. Для анизотроп-

ных материалов отсутствуют теоретические ограничения на величину ко-

эффициента Пуассона и он зависит от выбора как оси растяжения, так и вы-

бора направления для измерения поперечной деформации. По этой причине 

анизотропный материал может быть частичным ауксетиком, то есть иметь 

 < 0 при выборе одних направлений и быть обыкновенным материалом с 

положительным  для других направлений. Несмотря на отсутствие теоре-

тического запрета на существование ауксетиков, на практике они встреча-

ются не часто. С другой стороны, монокристаллы нередко бывают частич-

ными ауксетиками [5], становясь обычными материалами в поликристалли-

ческом состоянии. 

Необычные свойства материалов связаны с особенностями их струк-

туры. Есть несколько классических примеров конструкций, для которых 

ауксетическое поведение интуитивно понятно. На рис. 1 показаны (а) 
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стержневая конструкция и (б) система жестких квадратов, соединенных так, 

что они могут поворачиваться в ходе деформации. Видно, что при растяже-

нии в горизонтальном направлении размер конструкций в поперечном 

направлении также увеличивается, то есть их коэффициент Пуассона отри-

цателен. 

 

 

 

Рис. 1. Примеры ауксетиче-

ских структур. (а) Стержне-

вая конструкция. (б) Систе-

ма жестких квадратов, со-

единенных так, что они мо-

гут поворачиваться в ходе 

деформации.  

 

Анализу механических и акустических свойств таких конструкций 

посвящено большое количество работ [6,7]. В частности, было показано, 

что стержневые системы в зависимости от их конфигурации и способа со-

единения стержней способны не только демонстрировать ауксетические 

свойства, но и выступать в качестве фильтров частот [6] или приводить к 

явлению фокусировки упругих волн [7]. Подавляющее число работ посвя-

щено изучению динамики таких систем в режиме малых перемещений, ко-

гда возможна линеаризация уравнений движения.  

При высокоамплитудных внешних воздействиях или при значитель-

ных деформациях материал проявляет нелинейные свойства. Особый инте-

рес представляют задачи, где нелинейные эффекты накладываются на ано-

мальные упругие свойства материала. Волны солитонного типа, распро-

страняющиеся в ауксетических пластинах, были проанализированы в рам-

ках механики сплошной среды [8]. Нелинейные эффекты в двумерных ре-

шетках исследовались в работах [9-11].  

Среди нелинейных колебательных мод в решетках особое положение 

занимают делокализованные коротковолновые моды, называемые одномер-

ными бушами (ОБ) [12]. ОБ – это точные решения нелинейных уравнений 

движения решетки, продиктованные ее симметрией, вне зависимости от ти-
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па взаимодействия между частицами решетки и вне зависимости от ампли-

туды. С ростом амплитуд этих мод все большую роль начинают играть эф-

фекты геометрической и/или физической нелинейности.  

Другой тип нелинейных колебательных мод – это пространственно  

локализованные моды, называемые дискретными бризерами (ДБ) [13]. Ча-

стоты их колебаний лежат вне спектра малоамплитудных бегущих волн, 

поэтому ДБ не теряют свою энергию на возбуждение таких волн и могут 

иметь очень большое время жизни. Свойства ДБ в двумерных кристаллах с 

гексагональной решеткой изучались в работах [14-22].  

Эффективный метод решения задач о нелинейной динамике решеток - 

это метод молекулярной динамики, использованный в данной работе. 

Численное изучение возможности возбуждения ДБ в ауксетических 

структурах, а также изучение влияния ОБ на ауксетические свойства нели-

нейных двумерных решеток представляется важной и актуальной задачей. 

Решение этих задач существенно расширило бы наши представления о вза-

имосвязи нелинейных колебаний с аномальными упругими свойствами 

двумерных ауксетических структур.  

В связи с этим сформулируем цель работы: возбуждение и изучение 

свойств дискретных бризеров и одномерных бушей в двумерных решетках 

и анализ их влияния на ауксетические свойства решеток.  

Для достижения поставленной цели, с использованием методов чис-

ленного моделирования, решались следующие задачи:  

1. Формулировка молекулярно-динамических моделей двумерных 

нелинейных решеток, как ауксетических так и неауксетических. 

2. Расчет спектров малоамплитудных колебаний двумерных решеток.  

3. Возбуждение ДБ и изучение их свойств в ауксетической двумер-

ной решетке. 

4. Возбуждение ОБ в неауксетической двумерной решетке и анализ 

эволюции инженерных констант упругости решетки в зависимости от ам-

плитуды ОБ. 

5. Анализ модуляционной неустойчивости ОБ в неауксетической 

двумерной решетке. Изучение возникновения ДБ по механизму модуляци-

онной неустойчивости ОБ. 

Научная новизна: 
1. Впервые показана возможность возбуждения ДБ в ауксетической 

двумерной решетке и описаны их свойства. 
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2. Установлен новый механизм появления ауксетических свойств 

двумерной решетки за счет возбуждения в ней ОБ совместно с приложени-

ем однородного растяжения. 

3. Найдены ОБ в неауксетической двумерной решетке, модуляцион-

ная неустойчивость которых приводит к пространственной локализации 

энергии в форме ДБ. 

Научная и практическая ценность.  
Доказательство возможности возбуждения ДБ в ауксетических струк-

турах, а также установление нового механизма появления ауксетических 

свойств у нелинейной решетки за счет возбуждения ОБ совместно с прило-

жением однородного растяжения представляют научный интерес. Установ-

ленный факт взаимосвязи между нелинейными колебаниями решетки и ее 

аномальными упругими свойствами может иметь прикладное значение, по-

скольку в руках инженеров появляется новый канал управления упругими 

свойствами материала.  

Результаты диссертационного исследования достоверны, так как они 

получены с применением хорошо известных алгоритмов расчета колеба-

тельных спектров и изучения нелинейной динамики решеток, не вступают в 

конфликт с базовыми физическими законами, внутренне не противоречивы, 

идут в согласии с известными литературными данными.  

Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Двумерные ауксетические структуры с кубической нелинейностью 

могут поддерживать существование ДБ. 

2. Возбуждение ОБ достаточно большой амплитуды совместно с од-

нородным растяжением двумерной решетки с кубической нелинейностью 

может приводить к ее трансформации в ауксетик.  

3. В результате модуляционной неустойчивости некоторых ОБ воз-

можна самопроизвольная пространственная локализация энергии в виде ДБ. 

Апробация работы.  

Основные результаты работы были представлены на следующих 

научных форумах: International Workshop "Discrete Breathers in Crystals", 21-

25 сентября 2015, г. Уфа; Всероссийская молодежная научная конференция 

«Мавлютовские чтения», 28-30 октября 2015, УГАТУ, г.Уфа; Международ-

ная конференция Фазовые переходы, критические и нелинейные явления в 

конденсированных средах 24-28 августа 2015 г., г. Челябинск; Всероссий-

ская научная конференция «Мавлютовские чтения», посвященная 90-летию 
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со дня рождения член-корреспондента РАН Р.Р. Мавлютова, 21-24 марта 

2016, УГАТУ г.Уфа; Всероссийская конференция "Актуальные проблемы 

прочности" 24-27 мая 2016 г., Севастопольский государственный универси-

тет, г. Севастополь, XIV Международная школа-семинар "Эволюция де-

фектных структур в конденсированных средах‖ (ЭДС – 2016) 12 – 17 сен-

тября 2016 года, г. Барнаул; школа - конференция стран СНГ "Ультрамелко-

зернистые и наноструктурые материалы", 3-7 октября 2016, Институт про-

блем сверхпластичности металлов РАН, г. Уфа. 

Личный вклад автора состоял в формулировке молекулярно-

динамических моделей двумерных решеток, проведении расчетов по 

нахождению спектров малоамплитудных колебаний решетки и изучению 

нелинейной динамики решетки, обсуждении полученных результатов, в 

подготовке иллюстративного материала и написании статей. 

Публикации. Основное содержание диссертационной работы опуб-

ликовано в 10 научных трудах, в том числе, в 5 статьях в рецензируемых 

журналах, включенных в перечень изданий, рекомендованных ВАК РФ, две 

из которых индексируются в Web of Science и Scopus.  

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четы-

рех глав, заключения, приложения и списка литературы из 100 наименова-

ний. Работа изложена на  118 страницах машинописного текста, содержит  

37 рисунков. 

 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Введение посвящено определению основных понятий, на которые 

опирается работа, обоснованию актуальности выбранной темы исследова-

ния, формулировке цели и задач диссертационной работы, описанию науч-

ной новизны полученных результатов, их практической ценности. Там же 

перечислены основные защищаемые положения и дано краткое содержание 

работы по каждой из глав. 

Глава 1. Обзор литературы 

Обзорная глава затрагивает этимологию основных используемых 

терминов, краткую историческую справку по исследованию ауксетиков, ДБ 

и ОБ. Далее описываются основные механизмы появления ауксетических 

свойств в материалах, приводятся примеры ауксетических структур, описа-

ны их свойства и пути практического применения. Затем обсуждаются не-

линейные колебания решеток различной размерности, необходимые усло-
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вия их существования, способы поиска начальных условий для возбуждения 

долгоживущих колебаний, роль нелинейных колебательных мод в форми-

ровании физических и механических свойств решеток. 

Анализ литературных данных подводит к описанию ряда открытых 

проблем, связанных с возможностью возбуждения ДБ и ОБ в двумерных 

ауксетических решетках и с влиянием нелинейной динамики решетки на ее 

упругие свойства. Эти проблемы затрагиваются в последующих главах дис-

сертации. 

Глава 2. Возбуждение ДБ и анализ их свойств в двумерных нели-

нейных решетках  

На рис. 1 представлены двумерные решетки взаимодействующих ча-

стиц единичной массы, исследуемые в данной главе. Имеется три типа свя-

зей: длинные вертикальные связи 1, короткие вертикальные связи 2 и связи 

в направлении зигзаг 3. Все они описываются пружинами с кубической не-

линейностью, потенциальная энергия которых определяется выражением  

     
2 4

2 4

k
r r L r L


     ,                                   (2) 

где r – текущая длина пружины, L – равновесная длина пружины, k – коэф-

фициент линейной жесткости пружины,  – коэффициент при кубическом 

слагаемом (в выражении для межатомной силы F(r)= –d/dr). 

Расчеты проводились для следующих трех наборов параметров потен-

циалов: 

cтруктура  I:      k1=1,        k2=1;  

cтруктура  II:     k1=10
-3

,    k2=1;  

cтруктура  III:    k1=1,        k2=10
-3

;  

при этом остальные параметры брались одинаковыми для всех трех струк-

тур: L1=2,  L2=L3=1,  1=2=3=10. Заметим, что в структуре I линейная 

жесткость длинных и коротких вертикальных связей одинакова, в структуре 

II длинные связи намного слабее коротких, а в структуре III слабыми явля-

ются короткие связи.  

Примитивная трансляционная ячейка для всех трех структур имеет 

форму ромба и содержит две частицы, каждая из которых имеет две степени 

свободы – компоненты вектора перемещения в плоскости (x,y). Расчетная 

ячейка включала 32х32 примитивных ячеек. Использовались периодические 

граничные условия. Уравнения движения частиц (уравнения Ньютона) ре-

шались численно методом Штормера шестого порядка точности. 
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Исследуемые структуры анизотропны, поэтому были рассчитаны коэф-

фициенты Пуассона при одноосном растяжении вдоль оси x (xy) и вдоль 

оси y (yx). Получены следующие результаты: 

cтруктура  I:       xy = 0.003,         yx = 0.013; 

cтруктура  II:     xy = 0.851,         yx = 0.858; 

cтруктура  III:     xy = –0.454,      yx = –0.714. 

Видно, что структура I имеет коэффициенты Пуассона близкие к ну-

лю. Структура II характеризуется большими положительными значениями 

коэффициентов Пуассона и высокой степенью изотропии. Структура III яв-

ляется ауксетиком, демонстрируя отрицательные коэффициенты Пуассона 

при растяжении вдоль x и вдоль y. 

 

 
Рис. 1. (а) Двумерная гексагональная решетка взаимодействующих частиц. 

Имеется три типа связей: вертикальные длинные 1, вертикальные короткие 

2 и связи в направлении зигзаг 3, показанные тонкими линиями. В 

структуре I длинные и короткие связи имеют одинаковый коэффициент 

линейной жесткости. (б) Случай слабых длинных вертикальных связей, 

структура II. (в) Случай слабых коротких вертикальных связей, структура 

III. Данная структура близка к той, что представлена на рис. 1(а). 

 

На рис. 2, слева направо показаны плотности состояний малоампли-

тудных колебаний структур с I по III, соответственно. Хорошо видно, что 

спектры всех трех структур являются бесщелевыми, и это означает, что 

данные структуры могут поддерживать только ДБ с частотами выше спек-

тра. Такие ДБ реализуются для межатомных взаимодействий с жестким ти-

пом нелинейности, что обеспечивается выбором положительного значения 

параметра  в потенциале (2). Верхняя граница спектра структуры I нахо-

дится на отметке 0.356, а для структур II и III на отметке 0.276. 
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Рис. 2. Плотности состояний малоамплитудных колебаний решетки I 

(слева), II (в центре) и III (справа). На (а) и (б) показано одно и то же, но с 

выбором различных масштабов по оси абсцисс, чтобы показать детали 

спектров между двумя острыми пиками, расположенными вблизи нижней и 

верхней границ спектров. 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Стробоскопическая 

картина движения атомов в 

окрестности ДБ в структуре 

(а) II и (б) III. 

 

Во всех трех структурах удалось возбудить ДБ путем простого отклоне-

ния пары атомов, соединенных вертикальной связью, в направлении оси y в 

противоположные стороны. Примеры ДБ в структурах II и III показаны на 

рис. 3 (а) и (б), соответственно. Видно, что ДБ сильно локализованы, так что 

колебания с большой амплитудой совершают только два атома, двигаясь в 

противофазе в направлении оси y. Амплитуды колебаний других атомов 

малы и экспоненциально быстро убывают с удалением от центра ДБ. Более 
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того в структурах I и III, ДБ можно запустить как на коротких, так и на 

длинных вертикальных связях.  

 

 
Рис. 4. Зависимости частоты от амплитуды для ДБ в структурах (а) I, (б) II и 

(в) III. Верхняя граница спектра показана горизонтальной линией. 

На рис. 4 показаны зависимости частоты от амплитуды для всех 

найденных ДБ. Видно, что частота ДБ растет с амплитудой, отщепляясь от 

верхней границы спектра (показана горизонтальной линией). 

Таким образом, показано, что в двумерной решетки с полиномиаль-

ным потенциалом взаимодействия с кубической нелинейностью, можно 

возбудить сильно локализованные в пространстве ДБ. Рассмотрены три ва-

рианта параметров модели, обеспечивающих практически нулевой, положи-

тельный, либо отрицательный коэффициент Пуассона (структуры I, II и III, 

соответственно). Несмотря на значительные различия в упругих свойствах 

рассмотренных структур, все они поддерживают существование дискрет-

ных бризеров одного и того же типа.  

 

Глава 3. Влияние ОБ на упругие свойства двумерной решетки 

Данная глава посвящена изучению влияния ОБ на константы упруго-

сти двумерной решетки. В данном исследовании каждый узел гексагональ-

ной решетки соединен с тремя ближайшими и с тремя третьими соседями, 

как показано на рис. 5(а). Взаимодействие со вторыми соседями не учиты-

вается для упрощения модели. Масса частиц равна 1 и используются сле-

дующие параметры потенциала (2): L=1 для коротких и L=2 для длинных 

связей, k=1 для обоих типов связи. Рассматривается случай линейных свя-

зей =0 и нелинейных связей =10. Отметим, что неотрицательные значе-
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ния параметра  означают, что связь не может быть разорвана. 

 

 
Рис. 5. (а) исследуемая в главе 3 двумерная решетка. (б,в) Две колебатель-

ные моды (ОБ), возбуждаемые в решетке. Показаны трансляционные ячей-

ки мод и определение амплитуды мод, A. 

 

 
Рис. 6. Результаты для ОБ I (слева) и II (справа) в случае линейных связей, 

=0. Как функции амплитуды моды A показаны: (а) модули Юнга Ex, Ey; (б) 

коэффициенты Пуассона xy, yx; (в) частота моды; (г) осредненная за пери-

од полная (кинетическая плюс потенциальная) энергия в расчете на части-

цу; (д) осредненные за период напряжения <xx>, <yy> (xy=0). 
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Численные эксперименты сводятся к следующему. В решетке воз-

буждается одна из колебательных мод, изображенных на рис. 5(б,в) и вы-

числяются осредненные за период колебания T компоненты тензора напря-

жений 

 
0

1 T

ij ij t dt
T

   .                                         (3) 

Компоненты тензора деформаций решетки не изменяются со временем, по-

этому закон Гука для случая плоского напряженного состояния берем в 

форме 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

.

xx xx

yy yy

xy
xy

C C C

C C C

C C C

 

 



 
   
        
       

 

                            (4) 

Далее придаем поочередно каждой из компонент деформации малое при-

ращение  при нулевых значениях двух других компонент. Таким образом, 

находим Cij и усредняем их значения, найденные для положительных и от-

рицательных значений . Практически одинаковые результаты получались 

для 10
−3 

≤  ≤ 10
−7

. Для уменьшения эффекта анизотропии, наведенной ва-

риацией деформаций, бралось  =10
−7

. Инженерные константы упругости 

вычислялись следующим образом: коэффициенты Пуассона xy=C21/C22, 

yx=C12/C11, модули Юнга Ex=C11(1–xyyx),  Ey=C22(1–xyyx), модуль сдвига 

Gxy=C33. 

На рис. 6 приводятся результаты для ОБ I (слева) и ОБ II (справа) в 

случае линейных связей, =0. В зависимости от амплитуды моды A рассчи-

таны: (а) модули Юнга Ex, Ey; (б) коэффициенты Пуассона xy, yx; (в) часто-

та моды; (г) осредненная за период полная (кинетическая плюс потенциаль-

ная) энергия в расчете на частицу; (д) осредненные за период напряжения 

<xx>, <yy> (xy=0). Отметим, что несмотря на линейность межчастичного 

взаимодействия, система проявляет нелинейные свойства за счет изменения 

геометрии при больших амплитудах колебательных мод. 

На рис. 7 представлены те же результаты, что и на рис. 6, но для случая не-

линейных связей, =10. В данном случае эффекты нелинейности проявля-

ются значительно ярче, что приводит к большим изменениям параметров 

системы с увеличением амплитуды колебательных мод. 
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Рис. 7. То же, что и на рис. 6, но для случая нелинейных связей, =10. 

 

Как видно из рис. 6 и рис. 7, важное отличие между ОБ I и ОБ II со-

стоит в том, что первая мода разрушает упругую изотропию решетки, а вто-

рая нет. Обе моды проявляют модуляционную неустойчивость при не 

слишком малых амплитудах, что будет исследовано более детально в сле-

дующей главе. С ростом амплитуды мод решетка становится более жесткой, 

поскольку модули Юнга растут. С другой стороны, коэффициенты Пуассо-

на падают с ростом A. Частота мод слабо зависит от амплитуды при =0, но 

заметно возрастает с амплитудой при =10. Полная энергия системы растет 

с амплитудой квадратично, <e>∼A
2
. Отметим, что решетка с возбужденной 

в ней ОБ модой испытывает положительные (сжимающие) напряжения. 

Войцеховским было доказано, что отрицательное гидростатическое 

давление достаточной величины превращает любое изотропное упругое те-

ло в ауксетик в пределах области его термодинамической устойчивости 

[23]. Как отмечалось, с ростом амплитуд ОБ мод наблюдается снижение 

значений коэффициентов Пуассона (см. рис. 6 и рис. 7), но они не достига-
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ют отрицательных значений в пределах исследованных амплитуд A<0,3. 

Представляется интересным изучить совместный эффект влияния ОБ моды 

и всестороннего растяжения решетки на коэффициенты Пуассона.  

 

 
Рис. 8. Комбинированный эффект ОБ амплитуды A и равноосного растяже-

ния решетки xx = yy на коэффициенты Пуассона (величина деформации 

указана для каждой кривой). (а) ОБ I, =0, (б) ОБ II,  =0, (в) ОБ I,  =10, и 

(г) ОБ II,  =10. На (а) и (в) сплошные (пунктирные) кривые показывают xy 

(yx). На (б) и (г) xy =yx. 
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Результаты таких вычислений приведены на рис. 8. Величина равно-

осной деформации растяжения xx = yy  указана в процентах для каждой 

кривой. (а) ОБ I, =0, (б) ОБ II,  =0, (в) ОБ I,  =10, и (г) ОБ II,  =10. На (а) 

и (в) сплошные (пунктирные) кривые показывают xy (yx). На (б) и (г) изо-

тропия решетки сохраняется и xy =yx. Отметим, что на всех четырех пане-

лях рис. 8 видны отрицательные значения коэффициентов Пуассона для до-

статочно больших A и достаточно большой равноосной растягивающей де-

формации. 

Можно заключить, что одновременное действие ОБ и равноосной растяги-

вающей деформации могут превратить рассматриваемую решетку в ауксе-

тик. 

Глава 4. Модуляционная неустойчивость ОБ 

В четвертой главе детально изучается модуляционная неустойчивость 

ОБ. Этот эффект неоднократно наблюдался в нелинейных решетках 

[13,24,25]. Для полноты изложения следует заметить, что помимо двух ОБ 

представленных на рис. 5(б,в), в гексагональной решетке существуют еще 

два ОБ, показанных на рис. 9 [12]. Эти ОБ также проявляют модуляцион-

ную неустойчивость при не слишком малых амплитудах, но при этом не 

происходит пространственной локализации энергии в виде ДБ. Поэтому 

далее сосредоточимся на анализе мод, показанных на рис. 5(б,в), которые 

при разрушении приводят к появлению ДБ. 

 

     
Рис. 9. Два ОБ, которые наряду с ОБ показанными на рис. 5(б,в) также про-

являют модуляционную неустойчивость, но при этом не происходит про-

странственной локализации энергии в виде ДБ. 

 

Для изучения временной эволюции колебательных мод I и II, пока-

занных на рис. 5(б,в), будем следить за изменением параметра локализации,  
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где en – это полная энергия одной частицы, осредненная за период колеба-

ния ОБ и суммирование ведется по всем N частицам в расчетной ячейке. 

Отметим, что если вся энергия была бы локализована на одной частице, то 

имели бы l=1. При равном распределении энергии по всем частицам имеем 

l=1/N, что при больших N близко к нулю. 

 
Рис. 10. Параметр локализации (5) как функция времени для ОБ I для раз-

личных амплитуд, значения которых указаны для каждой кривой. На (а) и 

(б) представлены результаты для расчетной ячейки, содержащей 30х30 и 

60х60 примитивных трансляционных ячеек, соответственно. 

 

 
Рис. 11. То же, что и на рис. 10, но для ОБ II.  
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На рис. 10 и рис. 11 показана эволюция в времени параметр локализа-

ции (5) для Моды I и Моды II, соответственно. Результаты получены для 

различных амплитуд ОБ, как указано на вставках рисунков. Хорошо видно, 

что с уменьшением A увеличивается время развития модуляционной не-

устойчивости, когда величина l остается малой. Затем происходит резкий 

рост l, что свидетельствует о пространственной локализации энергии в си-

стеме. Анализ показал, что энергия локализуется на ДБ. Далее ДБ медленно 

излучают энергию, и параметр локализации уменьшается со временем при-

мерно по линейному закону. В итоге система приходит к тепловому равно-

весию со статистически однородным распределением энергии по расчетной 

ячейке. С уменьшением A наблюдается рост максимального значения l, а 

так же рост времени жизни ДБ. 

 

 
                  (а)                                                           (б) 

Рис. 12. (а) Развитие модуляционной неустойчивости ОБ I (t=680) и 

(б) формирование четырех ДБ (t=1160) для случая A=0,03. 

 

На рис. 12 дан пример (а) развития модуляционной неустойчивости 

ОБ I (t=680) и (б) формирования четырех ДБ (t=1160) для случая A=0,03 и 

расчетной ячейки состоящей из 30х30 примитивных ячеек. Частицы окра-

шены в соответствии с их полной энергией, осредненной за один период 

колебания. Черный цвет соответствует максимальной энергии, а белый - 

минимальной.  

Таким образом, установлено, что два из четырех ОБ, существующих в 

гексагональной решетке, приводят к пространственной локализации энер-

гии в виде ДБ. 

В Приложении дана методика расчета спектров малоамплитудных 

колебаний решеток. 
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Основные результаты и выводы: 

1. Методами компьютерного моделирования исследованы нелиней-

ная динамика и упругие характеристики двумерной гексагональной решет-

ки с кубически нелинейными связями. Акцент сделан на изучении ауксети-

ческих свойств решетки. 

2. В зависимости от параметров, характеризующих различные связи 

между частицами, можно получить решетку с положительными, близкими к 

нулю и отрицательными коэффициентами Пуассона.  

3. Вне зависимости от значения коэффициентов Пуассона в решетках 

с кубической нелинейностью удалось возбудить ДБ локализованные на паре 

связанных атомов, колеблющихся в противофазе. Частоты ДБ растут с ам-

плитудой, отщепляясь от верхней границы бесщелевого спектра малоам-

плитудных колебаний.  

4. Исследовано влияние двух ОБ на упругие характеристики изо-

тропной неауксетической решетки. Показано, что с ростом амплитуд ОБ 

растут модули Юнга решетки и уменьшаются коэффициенты Пуассона. Од-

нако в пределах исследованного интервала амплитуд ОБ решетка не стано-

вится ауксетиком. Комбинированное влияние ОБ и равноосного растяжения 

решетки привело к появлению ауксетических свойств. 

5. Детально изучен процесс модуляционной неустойчивости всех че-

тырех ОБ гексагональной решетки. Все ОБ проявляют модуляционную не-

устойчивость при не слишком малых амплитудах. Два ОБ из четырех, в ре-

зультате развития модуляционной неустойчивости, приводят к простран-

ственной локализации энергии на долгоживущих ДБ. 

6. Результаты данной работы свидетельствуют о том, что упругими 

свойствами нелинейных решеток можно управлять путем возбуждения в 

них высокоамплитудных колебаний. Кроме того, для таких решеток воз-

можна пространственная локализация колебательной энергии в форме ДБ. 
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